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1 Introducao

Nas midias de comunicagdo, exemplos de singularidades, tais como os buracos negros e o Big Bang sado
facilmente encontrados. Mas afinal, o que é uma singularidade? De modo intuitivo, faz sentido definir uma
singularidade em um espago-tempo como um ponto da variedade associada no qual a métrica Lorentziana
ndo estd definida ou ndo é diferencidvel. No entanto, se definirmos o conceito de singularidade dessa forma,
teremos alguns inconvenientes, uma vez que:

e uma métrica Lorentziana estd definida em todo o espago-tempo; e
* a definicdo também nos diz que ela é diferencidvel em todo ponto da variedade.

Com isso, suponhamos que removemos os pontos aonde a métrica ndo é diferenciavel ou aonde "coisas
estranhas acontecem”. Uma defini¢do razodvel é dizer que existe uma geodésica no espago-tempo cujo
dominio de defini¢do ndo pode ser extendido para toda reta. No entanto, observe que existem trés tipos
de geodésicas: tipo espago, tempo e luz. Portanto, ao longo das se¢Ses iremos definir precisamente esse
conceito.

O objetivo desse trabalho é apresentar de forma clara uma demonstragdo do teorema de singularidade
de Hawking que garante a existéncia de uma singularidade no passado (ou, em outras palavras, que garante
que certas geodésicas tipo tempo inextensiveis e que apontam para o futuro sdo incompletas pela esquerda).
Para provar esse teorema, precisamos de trés resultados fundamentais:

¢ o0 Teorema de Avez-Seifert (teorema 3.3), que fornece condi¢Ges suficientes para garantir que, dentre
todas as curvas do tipo tempo ligando p a S (hipersuperficie de Cauchy), existird uma curva tipo
tempo que maximiza a distancia, a qual serd uma geodésica do tipo tempo ortogonal a S;

® a proposic¢do 3.1 (que serd apresentada na segdo 3), que nos da condi¢des suficientes para garantir a
existéncia de pelo menos um ponto focal de uma determinada geodésica, sob certas hipéteses; e,

e por fim, a proposicdo 3.2 (apresentada também na se¢do 3), que nos da condig¢des suficientes para que
uma determinada geodésica do tipo tempo maximize o comprimento.

Por dltimo, apresentaremos algumas aplica¢des a determinados modelos fisicos que possuem singula-
ridades para além das quais as geodésicas do tipo tempo ndo estdo definidas para todo instante de tempo
(a solugdo de Schwarzschild e 0 modelo cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walter).

Nesse trabalho, foi utilizado o livro “An Introduction to Mathematical Relativity”, do autor José Natdrio,
como referéncia principal, e [2], [3], [4] e [5] como referéncias complementares.

Agradecimentos: agradeco ao professor Cristian Ortiz pela disciplina ministrada, que foi muito provei-
tosa e diferenciada, tendo, com certeza, contribuido para a minha formagdo; agradeco também, ao monitor
da disciplina, o Fabricio, por sempre estar disponivel para tirar diividas. Também, agradeco aos colegas de
classe pelas discussdes ao longo da disciplina. Por fim, agrade¢o meu orientador, o prof Paolo, pela revisao
do trabalho. Obrigada!

2 Breve revisao de Geometria Lorentziana

Nesta se¢do iremos revisar alguns conceitos da geometria Lorentziana que serdo importantes para a
compreensdo do teorema de singularidade de Hawking.

Vamos recordar que um campo tensorial do tipo (0,2) simétrico g, associa a cada ponto p, de uma
variedade diferencidvel M, uma forma bilinear simétrica g, : T, M X T, M — IR. Neste contexto:

DEeFINICAO 2.1 (caMPO TENSORIAL NAO-DEGENERADO). Dizemos que g é ndo-degenerado se para todo p € M
e todo v € T,M vale que se g,(v, w) = 0 qualquer que seja w € T,M entdo v = 0.

DerinigAo 2.2 (INDICE DE uM campo TENsORIAL). Dizemos que 7, é o indice de g, se o indice 17, da forma
quadratica g, for o mesmo para todop € M, .



DEeriNI¢A0 2.3 (TENSOR METRICO). Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Um tensor métrico
(ou métrica) g em M é um campo tensorial do tipo (0, 2) que é suave, simétrico, ndo degenerado e de indice
constante 7).

DeriNigAo 2.4 (Espaco pseupo-Euctipiano). O espago pseudo-euclidiano de indice 77, denotado por Ry € o
espago vetorial IR” com a soma usual e a multiplicagdo por escalar equipado com o produto interno definido
da seguinte forma:

(, )y R"XR" - R
<X, y>r] =Xt X Yn—y — Xn—vi1Yn—vl — - - - — XnYn.
comn >2,emquex = (x1,...,x5) ey =(y1,...,Yn) . Resumindo, ]Rf’] =R", (., .)).

DerFINICAO 2.5 (VARIEDADE PSEUDO-RIEMANNIANA). Uma variedade pseudo-Riemanniana de dimensdo n é
um par (M, g), em que M é uma variedade diferenciavel de dimensdo n e ¢ é um campo tensorial do tipo
(0,2) que é suave, simétrico e ndo degenerado em M.

DEFINICAO 2.6 (VARIEDADE LORENZTIANA). Uma variedade pseudo-Riemanniana diz-se Lorentziana se g tem
assinatura® (— +...+).

OssErvAcA0 2.7. Usaremos frequentemente a notacao (., .), = gp, ou apenas (, ).
DEeriNI¢AO 2.8 (EvEnTO). Um ponto p € M é chamado de evento.

ExEmPLO 2.9 (Esrago DE MINkowiINsk). A variedade Lorentziana mais simples é o espago de Minkowinsk,
que consiste no espago R} no caso em que 1 = 1, denotaremos por L".

Observe que o sinal de menos na assinatura da métrica Lorentziana introduz algumas defini¢des novas.

DeriNigA0 2.10 (CARATER causaL). Para cada vetor v € T,M, existem trés possibilidades mutuamente
exclusivas. Definimos o carater causal de v da seguinte forma

e v é tipo tempo: se (v,v) < 0;
e v é tipo espacgo: se (v,v) > 0;

e v étipo luz: se (v,v) =0;

Na literatura, de modo geral, considera-se que o vetor nulo é do tipo espago.
DEeriNigAO 2.11 (VETOR causaL). Um vetor v que é do tipo tempo ou do tipo luz é dito causal.

ExempLo 2.12. Cada vetor do espago de Minkowski IL? possui um e somente um dos trés carateres causais
apresentados na definicio 2.10. Seja v = (x,y,z) € L3, e c € R, nos temos que

(v,vy =c = *+y*-2*=c. (1)
Desse modo, identificando esses vetores no espago. A expressdo 1 determina:
* um hiperboloide de uma folha: se ¢ > 0;
¢ um hiperboloide de duas folhas: se c < 0;

e um cone: se ¢ = 0.

1A assinatura de um tensor métrico é o ntimero de autovalores positivos e negativos da matriz simétrica associada.



(ii) (iii)
Figura 1 — Lugar geométrico dos vetores: (i) S, (ii) L e (iii) T".

A figura 1 apresenta o lugar geométrico dos vetores em IL3 determinado pelos seguintes conjuntos:
* 0 conjunto de todos os vetores tipo tempo do IL.3: 7 := {v € .3 : (v,0v) < 0;
e oconedeluzdoIL3: £ := {v e L3: (v,v) = 0} \ {(0,0,0)};
* 0 conjunto de todos os vetores tipo espago: S := .3\ (LUT).
Podemos extender esse conceito novo para as curvas em M.
DEeriNI¢AO 2.13 (Curvas Tipo TEMPO, ESPACO E LUZ). Dizemos que uma curvac : I € R — M é do tipo tempo,

espaco ou luz se o vetor tangente c’(t) é do tipo tempo, espago ou luz para todo t € I.

0 curva do tipo tempo

IO o :
N7 geodésica do tipo espaco
ES
2
&>
€s¢aco

Figura 2 — Cariter causal de curvas

OBservAcA02.14. O caréter causal do vetor tangente de uma geodésica ¢ ndo se altera uma vez que % (c’,c') =
D¢’ -
2 d_i ,C ,> =0.

DEerINICAO 2.15 (CURvA causaL). Uma curva em M que é do tipo tempo ou do tipo luz é dita causal.

Dado uma variedade Lorentziana arbitrdria (M, g), sabemos que em cada espago tangente T, M (como
por exemplo em todo espaco de Minkowski) existem dois cones temporais e ambos devem ter sentidos
contrarios. A escolha de qual cone temporal é cone futuro ou cone passado depende da base escolhida,
0 que determina uma orientagdo no espago de Minkowski. Portanto, escolher um deste cones temporais
equivale a orientar o espago tangente T, M.

Uma pergunta que poderiamos fazer é a seguinte: “Serd que é possivel orientar todos os espagos tangentes
de M de uma maneira continua?” Lembrando que escolher um cone temporal é na pratica escolher um vetor



do tipo tempo vy € T, M; entdo, um vetor causal v estd dirigido para o futuro se g(vo, v) < 0 e para o passado
se g(vg,v) > 0.

DeriNigAo 2.16 (Campo VETORIAL TIPO TEMPO). Seja (M, ¢) uma variedade Lorentziana. Dizemos que um
campo vetorial X € TM ¢ do tipo tempo se X, é do tipo tempo para todo p € M.

OBservAcA0 2.17. Num contexto geral, uma variedade Lorentziana ndo possui campos vetoriais do tipo
tempo globalmente definidos.

DEFINICAO 2.18 (VARIEDADE TEMPORALMENTE ORIENTAVEL). Dizemos que uma variedade Lorentziana (M, g) é
temporalmente orientdvel se existe uma fungdo 7 que atribui a cada ponto p um cone temporal 7, € T,M
e um campo vetorial do tipo tempo tais que X, € 7, para todo p € M. Neste caso, dizemos que 7 é uma
orienta¢do temporal para M.

DEeFINICAO 2.19 (VETOR DIRIGIDO PARA O FUTURO (PAssADO)). Se v € T,M é um vetor do tipo causal, dizemos
que v é dirigido para o futuro se v € 7, e para o passado se —v € 7,. Em outras palavras, v é dirigido para
o futuro se g(v, X;,) < 0 e para o passado se g(v, X,) > 0.

DEeriNI¢cAO 2.20 (Espago-tempro). Uma variedade Lorentziana conexa temporalmente orientada é chamada
um espago-tempo.

De agora em diante, M denotara sempre um espago-tempo.

DErFINIgAO 2.21 (EsPACO-TEMPO ORIENTAVEL NO TEMPO). Um espago-tempo (M, g) é dito ser orientavel no
tempo se existe um campo vetorial temporal, ou seja, um campo vetorial X satisfazendo g(X, X) < 0.

DEeriNIgAO 2.22. Dados pontos p, g € M,

¢ dizemos que p precede g cronologicamente e escrevemos p < g se existe uma curva diferencidvel do
tipo tempo orientada para o futuro ligando p a g.

¢ dizemos que p precede g causalmente e escrevemos p < g se p = g ou se existe uma curva diferencidvel
causal orientada para o futuro ligando p a q. Além disso, p precede g causalmente estritamente e
escrevemosp < gsep < qgep #(.

Estendemos a nogdo de orientagdo temporal para curvas continuas:

DEFINICAO 2.23 (CURVA CAUSAL ORIENTADA PARA O FUTURO). Uma curva continua y : (a,b) — M é uma curva
causal orientada para o futuro se para cada ¢y € (a,b) existe ¢ > 0 e uma vizinhang¢a normal convexa V de
y(to) contendo y(ty — &, tg + ¢) tal que para todos 1, com ty— € < t1 < tp < tp + € existe uma curva causal
orientada para o futuro em V de y(#1) a y(2).

DEeriNIgAO 2.24. Dado p € M, definimos:
e futuro cronolégicodep =I1*(p) ={ge M :p < q},
* passado cronolégicodep =17 (p)={g e M : q < p},
e futurocausaldep =J"(p)={geM:p <q},
® passado causaldep =] (p) ={g e M :q < p}.
EXEMPLO 2.25 (ESTRUTURA CAUSAL DO ESPAGO-TEMPO DE MINKOwskI). Sejam x,y € RY, temos que
* x < y se, e somente se, y — x é um vetor tipo-tempo futuro orientado;
* x <y se, e somente se, ¥ — x é um vetor causal futuro-orientado.

Notamos, com isto, que no espago-tempo de Minkowski I*(x) é a componente futura do cone de tempo em
x e J*(x) é aunido de I*(x) com o cone de luz futuro em x.



2.1 Condic¢oes de causalidade

Para aplicagdes fisicas, é importante exigir que o espago-tempo satisfaga condi¢des razoaveis de causali-
dade.

DEerINICAO 2.26 (CONDIGAO DE CRONOLOGIA E CAUSALIDADE). Diremos que M que satisfaz a condi¢do de
cronologia se ndo existem curvas tipo-tempo fechadas em M, e que satisfaz a condi¢do de causalidade se
ndo existem curvas causais fechadas em M.

ProrosicAo 2.27. Se M é compacta, entiio contém uma curva tipo-tempo fechada.
Demonstragido. Pode ser encontrada em [1]. O

DEeFINICAO 2.28 (CONDICAO FORTE DE CAUSALIDADE). Diremos que a condigdo forte de causalidade é valida
em um ponto p € M se dada qualquer vizinhanca U de p existe uma vizinhanca V C U de p tal que toda
curva causal com ponto inicial e terminal em V esta totalmente contida em U.

DEFINICAO 2.29 (ESPAGO-TEMPO FORTEMENTE CAUSAL). Diremos que M é fortemente causal se a condigdo forte
de causalidade é satisfeita em todo ponto de M.

ExempLO 2.30 (CAUSALIDADE NAO IMPLICA CAUSALIDADE FORTE). Uma variedade Lorentziana causal, mas nédo
fortemente causal, é obtida tomando o espago-tempo de Minkowski R?,identificando as retas {(t, x) € R?;t =
-2} e {(t,x) € R%t = 2} e removendo as semirretas {(t,x) € R%t =1,x < -1} e {(t,x) e R%t = -1,x < 1}.

A préxima proposicao ird motivar a defini¢do da condigdo de causalidade mais importante que iremos
tratar neste trabalho, a hiperbolicidade global.

DEeriNIgAO 2.31 (SEPARAGAO TEMPORAL). Dados p, g € M, a separagéo temporal s(p, q) entre p e g é definida
por
sup, L[y], seq € J*(p)
s(m)={ Py "Lyl 54 §

0, caso contrario.

no qual o supremo é tomado sobre todas as curvas causais futuro-orientadas diferenciavel por partes ligando
p a g e, além disso, L é a fungdo comprimemto de arco Lorentziano (ver [1]). Se deixamos p e q variar em
M, obtemos uma fungio s : M X M — [0, +o0] chamada fung¢do separagdo temporal.

ProrosigAo 2.32. Para p < q em uma variedade Lorentziana fortemente causal M, se o conjunto [*(p) N ] (q) é
compacto, entdo existe uma geodésica causal futuro-orientado de p a q com comprimento s(p, q).

Demonstragido. Pode ser encontrada em [1]. O

DEFINICAO 2.33 (CURVA CAUSAL INEXTENSIVEL NO FUTURO (PASSADO)). Seja (M, ¢) um espago-tempo orientado
no tempo. Uma curva causal suave orientada para o futuro ¢ : (4,b) — M (com possivelmente 4 = —oco
ou b = +00) é dito ser inextensivel no futuro se lim;_,; ¢(t) ndo existir. A defini¢io de um inextensivel no
passado a curva causal é andloga.

DEeFINI¢AO 2.34 (Dominio FUTURO DE DEPENDENCIA). O dominio futuro de dependénciade S € M é o conjunto
D*(S) de todos os eventos p € M tais que qualquer curva causal inextensivel no passado comegando em p
intercepta S.

DEerINI¢AO 2.35 (DomiNIO PASsaADO DE DEPENDENCIA). O dominio passado de dependéncia de S é o conjunto
D~(S) de todos eventos p € M tais que qualquer curva causal futura inextensivel comecando em p intercepta
S.

DEerINIcAO 2.36 (Dominio DE DEPENDENCIA). O dominio de dependéncia de S é simplesmente o conjunto
D(S) = D*(S)uD~(S).

DeriNigAo 2.37 (Hipersurerricies DE CaucHY). Seja (M, ¢) um espago-tempo causal estdvel com funcédo de
tempo t : M — R. Os conjuntos de nivel S, = t~!(a) sdo ditos hipersuperficies de Cauchy do tipo espaco
se D(S;) = M para todo a € R.



DEeriNICAO 2.38 (GLOBALMENTE HIPERBOLICOS). Um espago-tempo causal estavel possuindo uma fungdo de
tempo cujo os conjuntos de nivel sdo hipersuperficies de Cauchy séo globalmente hiperbélicos.

DEFINICAO 2.39 (ESTAVELMENTE causaL). Um espago-tempo (M, g) é dito estavelmente causal se existir uma
funcao sobrejetora e diferencidvel t : M — R tal que grad(t) é do tipo tempo e grad(t) é orientado no
passado. Chamamos f de func¢ao temporal.

2.2 Condicao de energia forte

Nesta secdo iremos definir o que é uma variedade Lorentziana singular e também definir a condigao de
energia forte, conceitos esses importantes para a compreensdo do teorema central deste trabalho.

Inicialmente vamos relembrar alguns conceitos definidos em Geometria Riemanniana, que servirdo de
motivacdo para definir o conceito de variedade Lorentziana singular.

DerINICAO 2.40 (GEODESICAMENTE COMPLETA). Uma variedade Riemanniana M é chamada geodesicamente
completa se toda geodésica de M pode ser extendida a uma geodésica definida em todo RR.

Equivalentemente, M ¢ geodesicamente completa se, e somente se, a aplicagdo exponencial exp,, estd
definida em todo o espaco tangente T, M, qualquer que seja o ponto p € M.

Exempro 2.41. O espacgo Euclidiano R” satisfaz trivialmente esta condi¢do, uma vez que suas geodésicas sdo
retas.

ExempLo 2.42. O semi-plano superior {(x,y) € R? : y > 0} ndo é geodesicamente completo em relagio
a métrica Euclidiana dx? + dy?. No entanto, é geodesicamente completo em relagdo a métrica hiperbélica
%(dx2 +dy?).

Em geometria Riemanniana temos o teorema de Holf-Rinow que nos dé condigdes suficientes para que
uma variedade Riemanniana conexa seja geodesicamente completa. Esse teorema néo vale no caso Lorent-
ziano, uma vez que uma métrica Lorentziana ndo induz uma funcéo distancia. Devido a isso, a estratégia
a ser adotada deve ser a contraria, isto é tentar buscar condi¢ées para que uma variedade Lorenziana seja
“incompleta” (em outras palavras, singular).

DEFINICAO 2.43 (VARIEDADE LORENTZIANA SINGULAR). Uma variedade Lorentziana (M, g) é dita singular se
ndo é geodesicamente completa.

A incompletude geodésica é uma caracteristica genérica de variedades Lorentzianas que satisfazem a
condicdo de energia forte.

DEFINICAO 2.44 (CONDIGAO DE ENERGIA FORTE). Dizemos que uma variedade Lorentziana (M, g) satisfaz a
condicdo de energia forte se Ric(V, V) > 0 para qualquer campo vetorial do tipo tempo V € X(M).

Vamos agora construir um referencial sincronizado. Para isso considere M um espaco-tempo globalmente
hiperbdlico e seja S uma superficie de Cauchy de M do tipo espago. Sabemos que Vt L 5§ é um campo normal
do tipo tempo em cada ponto p € S. Com isso, considere W e W C TS vizinhancas abertas que trivializam
o fibradonormal a S, ou seja, T*S|; ~ W C R x S. Nesse contexto definimos:

DEFINICAO 2.45 (APLICAGAO EXPONENCIAL NORMAL). Seja (M, g) uma variedade Lorentziana globalmente
hiperbdlica e S uma hipersuperficie de Cauchy com normal unitéria futura n. Seja c, a geodésica do tipo
tempo com condigdo inicial 1, para cada ponto p € S. A aplicagdo exponencial normal exp : U — M
(definida numa vizinhanga aberta U de {0} X S C R x S) é aplicacao exp(t, p) = cp(t).

Ademais, se g = exp(s’,p) é um valor nédo critico da aplicagdo exp e U tal que p € U denota uma
vizinhanga coordenada de p € S. Com isso, podemos definir um sistema de coordenadas numa vizi-
nhaga de q da seguinte forma: seja (s, ¢), ¢ : R"! — U, um sistema de coordenadas em R x U. Note
entdo que a composigdo Y, tal que (s, x') > exp(s, ¢(x')) € M, define um sistema de coordenadas locais
numa vizinhanga de c,(s) € M, lembrando que ¢(0) = p. Observe que (se1) = exp(s,p) = c,(s), aonde
P.(s0,0)(e1) = % P(se1) = cp(so), 0 qual % = 1).(s,0)(e1) é tangente & geodésica ortogonal saindo de p.

$=5¢
Computando as componentes de g com respeito ao sistema de coordenadas induzidas por i e assumindo
J J 9

que 5 seja unitario € facil ver que g (%, ;) =0,ja que em s = 0 a geodésica c,(s) é ortogonal a S.

7



DeriNIgAO 2.46 (PonTo FocaL). Se existir um instante sg tal que (so, p) seja um ponto critico, diremos que
exp(so, p) € ponto focal de S.

Além disso, a métrica ¢ numa vizinhanga de g é dada por:
g =—ds’+ Z yi]-dxi ® dx/
2]
em que yij; =g (%, &i:)
Prorosicio 2.47. As formulas abaixo sio verdadeiras
0 _1i —
roo =T, —‘kO )
To; = 2 vy  BriBij-

em que y* = (i)™, Brj = 1 5 k-

Temos que
Roo := Ric 9)._2 E yBii |- E Yy Brii-
Js ds | 4= : il ]

DEerINIGAO 2.48 (EXPANSAO DOS OBSERVADORES SINCRONIZADOS). A quantidade 0 = 3, ; y'iBi; é chamada de
expansao dos observadores sincronizados.

3 Resultados utilizados na demonstracdao dos teoremas de Hawking

Nesta se¢do enunciaremos resultados que serdo utilizados na demonstragéo do teorema de singularidade
de Hawking. A demonstragdo da proposicdo 3.2 e do teorema 3.3 podem ser encontradas em [3].

Prorosi¢io 3.1. Sejam (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico e S € M uma hipersuperficie de Cauhcy e
p € S tal que O(p,0) = Oy < 0. Vamos assumir que a condigdo forte de energia seja satisfeita, isto é, Ric(V,V) > 0
para todo campo unitdrio X do tipo tempo. Entio, a geodésica c, contém pelo menos um ponto focal a p em um instante
mdximo (medido em um pardmetro afim de tempo) de —% no futuro de S (assumindo que a geodésica esteja definida
pelo menos até este instante).

Demonstragio. Por hipétese nos temos que Rop > 0. Com isso nos podemos concluir que

! o
_ jkyilg . < 0.
ase"‘i?kl?/ Y BriP1j <0

Assumindo um referencial ortonormal, teremos yif = 04j. De onde,

SV Buip = te (B B)) 2 02

£ n-1
ikl
na qual usamos que:
(tr AY* < ntr(AA"), A € GL(n, R).
Portanto, concluimos que:
a0 1 a0 1 1 06 1
—+-0°<0 — <0 —— < —-.
ds 3 ds ~ 3 02ds — 3



Mas

la_9<_1:>/sl8_6dsl</s_1ds,
62ds ~ 3 o 0%29s" T J, 3

0
1 1
= —szS——S
60 3
o 1 1 >_1S
6 6 3
o 1 S 1 +1s
0~ 06, 3
Com isso, se 8 — oo, entdo
3
< -
s < 0

de onde 0 deve explodir em um instante até —9%. m]

Prorosigio 3.2. Sejam (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico, S uma hipersuperficie de Cauchy, p € M
e ¢ uma geodésica do tipo tempo que passa por p e atinge S ortogonalmente. Se existir um ponto focal entre p e S, entdo
¢ ndo maximiza comprimento (entre todas as outras geodésicas ligando p a S).

TeEOREMA 3.3 (AvEz-SEIFERT). Sejam (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico, S uma hipersuperficie de
Cauchy e p € D*(S). Entdo, dentre todas as curvas do tipo tempo ligando p a S existe uma curva do tipo tempo que
maximiza a distdncia, e esta é uma geodésica do tipo tempo ortogonal a S.

4 O Teorema de singularidade de Hawking

Agora estamos em condic¢des para enunciar e provar o teorema central deste trabalho.

TeoreMA 4.1 (HawkiNg). Seja (M, g) um espago tempo globalmente hiperbélico que satisfaz a condigio forte de
energia e, além disso, suponha que exista uma hipersuperficie de Cauchy S tal que a expansio 6 cumpra a desigualdade:
6(p,0) < 6y <0, para todo p € S. Entdo, nenhuma geodésica do tipo tempo orientada no futuro que comece ortogonal
a S pode ser estendida ao futuro de S a um tempo proprio Tty maior que —6%. Em outras palavras, M é singular.

Demonstragio. Vamos supor por absurdo que existe uma geodésica c que comega ortogonal a S, e é orientada
no futuro definida em [0, —9% +¢], para algum ¢ > 0. Seja p = cp(10 +¢), T = —9%. Note que p € 0D*(S).
Entéo, pelo Teorema de Avez—Seifert existe uma geodésica do tipo tempo y ligando S a p que tenha o maior
comprimento possivel. Neste caso, 7(y) > 7o + ¢. No entanto, pela proposicdo, I tem um ponto focal ao
longo de y até no maximo 7¢. Pela proposicdo, a geodésica y ndo maximizaria o comprimento a partir deste
ponto, o que é um absurdo. ]

OBservacAo 4.2. A prova do teorema 4.1 ndo funciona no contexto da geometria Riemanniana, aonde as
geodésicas sdo curvas minimizantes para o comprimento.

OBservacA0 4.3. O teorema 4.1 é valido se trocarmos 8 > 0y > 0 em S, com isso, nenhuma geodésica do tipo
tempo ortogonal a S pode ser estendida a um tempo préprio maior que 6% além do passado de S.

5 Exemplos

5.1 Soluc¢dao de Schwarzschild

A primeira solugdo exata ndo trivial para as equagdes de campo de Einstein foi obtida pelo astrondmo
e fisico alem&o Karl Schwarzschild, e foi encontrada em 1915, apenas um més ap6s a publicagdo da teoria
da relatividade geral de Einstein. A solucdo de Schwarzschild descreve o campo gravitacional externo a um
corpo esférico, com carga elétrica nula, porém desprezando qualquer rotacdo. Por essa razdo, essa solugdo



é uma boa aproximacdo para campos gravitacionais de corpos de lenta rotagdo, tais como uma estrela, um
planeta (como a Terra ou o Sol), ou um buraco negro.
A métrica de Schwarzschild em coordenadas esféricas, que pode ser encontrada em [2], € tal que

2m 1 .
ds? = (1 - T)dtz - (1_—2_m)dr2 — r2(d0? — sin?(0)d¢?). 2)
r
Em termos matriciais, temos

1-2 9 0 0

—— 0 0

gij = A 5
0 -r 0
0 0 0 —r2sin®(9)

Os simbolos de Christoffel ndo nulos sao

1 agrr agrr agrr 1 agrr 2m
7 = Zo _ — ol —
=28 ( ar * ar ar ) 2 ( ar ) rz(l_z_m)’ ®)
-
ro_ 1 rr agtr &gtr 8gft _ 1 rr agtt . m 2m
R T e T R Sl B Uiy @)
1 gt It I 1 gt 2m
It o= St 23t _ _ Lt __
=38 (oo o) 2 () ai-z) ©
1 .. 3ger aggr agae 1 8g99 2m
T D07 _ — Zorr 2800 _ _ _em
To=38" (G5 + 55~ “ar) =38 (-5 ) = (1-5). ©)
1 dgeo Igre Igor\ 1 dg00 1
6 _ 1,00 _ _ 1,00 __*
= 58" (5 + e - e ) =287 (50 ) = @
1 (9g¢r ag(j)r ag(/)(/) 1 9g<p<p 2m
ro o _ oI _ — Zotr| — - _ 2 _ =
T = 28" 96 T 96 or )= 387 (- 57 ) = -rsent@1- ) ®)
e
d d d d
¢ -1 ¢>¢>( 8¢ , 9819 _ g¢’) - lgw(&) __1 ©)
ér 2 or adp I 2 or r
Vamos calcular a curvatura no plano (v — t). Escolhendo os vetores, temos
u=dt e v=dr. (10)
Logo: '
ut=1 e u'=0;, i#t;e (11)
v'=1 e 0 =0; i#r. (12)
Abaixando os indices, temos:
2m 1
— t— _(1-Z22= = "=
U = guu’ = (1 . ) e Uy =gn0 1_27m. (13)
Assim, u™v,, =0, u™u,, = —( - 27"1),e "oy, = 1_%7,”
Percebe-se que apenas a componente R!, = do tensor de Riemann contribui nesse caso. Assim,
d d
Rl =TQIIL —TITL + El’ir —Erit, (14)
——

=0
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d

R, =0T + 17T, + TG T + T T — (T, + T, T + TOT, + THTE ) = =T

rtr e to ro or ™
d d
Ritr = F:rrgr - F:trir - Erit + Erir'
R =_i[ 2m ]_[ 2m ]2
rtr 2 2 ’
arlpa =21 Lo -2
2 4m?
Rl = = (2r = 2m) - ——
rt(1-22) r2(1-=%)
e
,_ Amr—8m?

T A ot

Substituindo os termos encontrados anteriormente na férmula da curvatura seccional (ver [5]), obtemos:

dmr=8m® (1 _2m\ . 1.9.
-2y ( r) 1-1-1 _4mr—-8m? _4m

) o) )

Concluimos, portanto, que o resultado final é o que se espera do ponto de vista fisico. O horizonte estd
emr = 2m,esuacurvaturaé K = (247’”)3 = ﬁ (é finita, pois a massa ndo é nula). A singularidade, por sua vez,
estd em r = 0, ponto em que K ¢é infinita. Podemos, pois, concluir que a curvatura é finita no horizonte de
eventos, mas diverge ao nos aproximarmos da singularidade. Por conseguinte, as curvas integrais de % sdao
geodésicas do tipo tempo incompletas, uma vez que ndo podem ser continuadas para além da singularidade
de curvaturaem r = 0.

Ademias, a regido {r < rs} da solugdo de Schwarzschild é globalmente hiperbdlica (ver [3]) e satisfaz a
condicdo de energia forte, uma vez que Ric = 0. A métrica nesta regido é

K(u,v) =

o=-at (2 ),

1
em que f é a métrica redonda em S"71, e T = f:s ((ru—s)n_2 - 1) * du.

Portanto o interior de um buraco negro de Schwarzschild pode ser visto como um cilindro R x §"~!
cuja forma varia no tempo: a medida que r — 0, a esfera S"~! contrai-se numa singularidade, ao passo
que a dire¢do da coordenada t se expande. Pode-se mostrar que a expansao da hipersuperficie de Cauchy

S={t=1w}t={r=ro}é
0= -2 1 n-1 n [rs nl
- (%) B "o _E(%) '

Dessa forma, 0 = 0y < 0 se rg é suficientemente pequeno, e o Teorema de Hawing nos garante que a solugao
de Schwarzschild é singular para o futuro de S. Além disso, o Teorema 4.1 implica que esta singularidade
é genérica, ou seja, que qualquer perturbagdo suficientemente pequena da solucdo de Schwarzschild que
satisfaga a condigdo de energia forte ainda é singular. Em termos gerais, pode-se dizer que nada pode
impedir a formagdo de uma singularidade caso o colapso esteja suficientemente avangado.

NI=

5.2 Modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

Seja (X, ) uma variedade Riemanniana de dimenséo trés cuja expressdo local da métrica 1 em relacdo
as coordenadas (r, 0, ¢) é dada pela equagao

1

= 1—kr2

dr? +r2de* +r? sinz(G)dd)2 ,
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coma >0,ek=-1,0,1.
Para considerarmos possiveis dilatagdes e contragdes do universo, fazemos um produto vertical R X g, e
a constante a fica dependente do tempo. O espaco-tempo (FLRW) sera, portanto, R X X com a métrica

g =—dt* +a(t) ﬁd;’z +72d0* + r? sin®(0)d? | .

As componentes ndo nulas do tensor de Ricci desta métrica sdo

Rop ==, e
- - — 2@ | a” | 2%
RGQ—Rrr—R(p(p— P +a7+a_2'
Nesse modelo, supde-se que o espago se comporte como um fluido sem pressao e que o tensor energia
momento varie apenas com tempo (devido a hipétese de isotropia). Em outras palavras, pedimos que

T = pdt?. Dessa forma, a equagdo de campo de Einstein se torna

Ric(g) = kp (di,‘2 + %g) .

Consequentemente, se p > 0, esse espaco satisfaz a condicdo de energia forte. Verifica-se, ainda, que, se
Bij = %/)/ij, entdo 0 = 3%. Suponhamos que o modelo se expanda em um instante #y. Nesse caso, a’(fg) > 0.
Logo, 0 = 6y = 37“, > 0 na superficie de Cauchy t = ¢y, e, portanto, a observagao 4.3 nos permite concluir que
existe uma singularidade no passado de S — o que, do ponto de vista fisico, corresponde a um Big Bang.

6 Conclusao

Existem varias versdes dos teoremas de singularidades. No entanto, o teorema a seguir, que pode ser
encontrado em [5], nos mostra que todas se encaixam em um mesmo padrao.

TeOREMA 6.1. Se um espago-tempo suficientemente diferencidvel satisfaz uma condigdo de curvatura e uma condigdo de
causalidade e contém um conjunto apropriado de condigdes iniciais, entdo ele contém geodésicas causais inextensiveis,
mas incompletas (ou seja, contém singularidades).

As condi¢des de curvatura que um determinado espago-tempo deve obedecer, para que valham os
teoremas de singularidades, podem ser de dois tipos:

¢ condicdes de energia (forte ou tipo luz); ou
¢ condigdes genéricas.

O que essas condi¢des de energia possuem em comum € que elas sdo restri¢des ao tensor de Riemann
(tensor de curvatura). Precisamos delas para nos valermos das consequéncias da equagdo de Raychaudhuri
(ver [1]) — a qual prevé que, na presenca de matéria que satisfaca alguma das condi¢oes de energia,
geodésicas de uma congruéncia que estejam convergindo inicialmente irdo convergir de forma acelerada ou
formar o que chamamos de cdustica (que nada mais é do que um ponto em que as geodésicas da congruéncia
se interseccionam).

A principal razdo para que as condi¢des de causalidade aparecam nos teoremas de singularidades é
o fato de que, por meio delas, é possivel garantir a existéncia de geodésicas tipo tempo que maximizam
localmente o tempo préprio e de geodésicas tipo luz que ndo podem ser deformadas em curvas tipo tempo.
Essas curvas, por sua vez, sdo importantes pois ndo possuem cdusticas.

Conforme citamos anteriormente, quando o contetido de matéria do espago-tempo satisfaz uma das
condi¢des de energia ou a condigdo genérica, a equacdo de Raychaudhuri pode prever a formacio de
cdusticas. Para assegurar a formagdo de cdusticas, contudo, é necessério que as geodésicas da congruéncia
estejam convergindo inicialmente, e é isso que o teorema quer dizer com “condig¢des iniciais”. Precisamos,
portanto, de um objeto do espago-tempo que nos dé essas geodésicas inicialmente convergentes — o qual,
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por sua vez, depende do teorema de singularidade que estamos considerando. No contexto de colapsos
gravitacionais, esses objetos sdo as superficies aprisionadas, e, no contexto da cosmologia, esse papel é
desempenhado pelas superficies de Cauchy, compact slice e pontos com cones de luz reconvergindo.

O ponto de partida de todos os teoremas de singularidades é o mesmo: supor que o espago-tempo nao
possua nenhuma geodésica causal incompleta. A partir daf, concluimos que, devido ao campo gravitacional,
a existéncia da hipersuperficie de Cauchy X implica a existéncia de geodésicas causais que ndo contém
causticas. No entanto, como essas geodésicas estdo convergindo inicialmente, e o contetido de matéria do
nosso espago tempo satisfaz a condigdo de energia, resulta da equagdo de Raychaudhuri que essas geodésicas
inevitavelmente formardo uma caustica, o que, por sua vez, é uma contradicdo — a qual nos leva, por fim, a
conclusdo de que o espaco tempo que estamos considerando é geodesicamente incompleto (isto é, singular).

Em suma, o que os teoremas de singularidades nos mostram é que, de acordo com a relatividade geral,
a formacao de singularidades no futuro de um colapso gravitacional ou no passado de um universo em
expansédo € inevitavel.
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