Topicos de Relatividade Especial

Rafael Severiano

TEMPO

CONE DE LUZ
DO FUTURO

q“&?ﬁ

S
S\
NS A0

JE LUZ
DO PASSADO —

Trabalho apresentado para a disciplina: Tépicos de Fisica Matemética - MAT0463.

Professor: Cristian Andres Ortiz Gonzalez.



Contetudo

1 Introdugao.

2 O ambiente da relatividade espacial.
3 Isometrias.

4 O grupo de Lorentz.

5 Causalidade.



1 Introducao.

Vamos comegar este trabalho fazendo uma breve revisao de histéria da fisica. Neste curso estudamos as

equagoes de Maxwell
V-E=p

V-B=0
0B

E=-""

V x T
oF

No formalismo visto no curso:

dFF =0
xd*x F=J.

No entanto, sabemos que a forca magnética agindo sob uma particula de carga g e velocidade v é dada
por
F = q(v x B).

Fica a pergunta: em qual referencial estamos fazendo o nosso estudo?

Os fisicos postularam a existéncia de um referencial privilegiado, chamado de éter, no qual a luz se propaga
e onde as equagoes do eletromagnestismo sao vélidas.

No entanto, experimentos revelaram a inexisténcia deste éter. Um dos mais famosos experiementos que
mostraram a nao existéncia do éter foi o experimento de Michelson e Morley.

Foi neste contexto que surgiu a revoluciondria teoria da relatividade especial de Albert Einstein. Ele
postulou os seguintes fatos:

1. As leis da fisica sdo as mesmas em qualquer referencial inercial.

2. A velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial.

Figura 1: Albert Einstein.

Estes postulados tiveram conclusoes supreendentes para a fisica. Como por exemplo o fato de que o
tempo nao é uma grandeza absoluta e pode variar de um referencial para o outro, o que também acontece
com o comprimento.

O intuito deste trabalho é mostrar um pouco do formalismo matematico da relatividade especial. Em
relatividade especial, ndo abordamos fendmenos gravitacionais, tudo o que precisaremos para fazer este



trabalho é do espago R™ munido de uma certa forma bilinear, chamada de métrica de Minkowski. Em
relatividade geral estamos interessados em trabalhar com gravitagao, para isso precisamos de conceitos mais
complexos, como por exemplo variedades pseudoriemannianas e curvatura.

2 O ambiente da relatividade espacial.

Vamos fazer algumas defini¢oes que ser@ao necessédrias para o nosso estudo:

Definicao 2.1. Chamamos de R} o espago vetorial R™ munido da seguinte forma bilinear:
() :R"xR" >R
(ﬂ?yy) — T1Y1 + ...+ Tn—vlYn—v — Tpn—v+1Yn—v+1 — -+ — TnplYn

Quando v = 1, denotamos R} por L", e chamamos este espago vetorial de espaco de Lorentz-Minkoswki.

E importante observar que, apesar da notagao utilizada, ndo necessariamente (-, ), define um produto
interno em R". E uma forma bilinear e simétrica, mas ndo necessariamente positiva-definida. A partir de
(-, *)» podemos definir uma nogao de comprimento em R” da forma natural

1o :R*"—=R

x = (T, x)y]

Também é verdade que nao necessariamente || - ||, define uma norma em R™. Porém, podemos através de
(-,)v € || - ||» definir de forma natural uma série de nogdes geométricas que estudamos em espagos vetoriais
com produto interno, como por exemplo distancia, ortogonalidade e isometrias.

Considere a seguinte matriz:

Idnfv,v =

Se z,y sao elementos de R temos que:

(z,9)y = 2" Idp_0 4y
Agora, vamos definir os tipos de vetores de R7:
Definicao 2.2. Seja x um elemento de R}. Temos que
1. = é do tipo espago se {x,x), >0 ou x = 0.
2. x € do tipo tempo se (x,x), < 0.
3. x € do tipo luz se (x,x), =0 e x #0.

O espaco natural para estudarmos a teoria da relatividade especial é o espaco de Lorentz-Minkowski L*.
Chamamos os seus elementos (z,y, z,t) de eventos. Podemos pensar nas primeiras trés coordenadas como
sendo coordenadas espaciais e na ultima coordenada como uma coordenada temporal.



Vamos contextualizar as definigdes feitas com a teoria da relatividade espacial. Por simplicidade, vamos
considerar que a velocidade da luz ¢ é igual a 1. Dizemos que dois eventos sao simultaneos se ocorrem ao
mesmo tempo. Sejam p e ¢ eventos ndo simultineos e seja p — ¢ = (Ax, Ay, Az, At). Temos que

=40 ah = (Aa)? + (Ag)? + (A2)? — (A02 = (At ((ijf) (A (5 - 1) ,

logo
Az Ay A2\ | Az Ay Az Az Ay Az
N 2 Ar Ay Az 1) = 2 azr Ay Az Ar [y Az
(r—a.p-ah = (A1) (H(At’At’At) 1) @ (| (555 2) ) (5 35 -1):
segue que o sinal de (p — ¢,p — ¢)1 é 0o mesmo de ‘(%, %Zt’, %’f)H — 1. Temos que:

Ax Ay Az

1. Se p — q é do tipo espago, entao ‘(A—t, A7, E) ‘ > 1, logo o evento p nao pode ter influenciado ¢ nem

ter sido influenciado por ele, pois isto iria contradizer o fato que nada se move mais rdpido do que a
luz.

Az Ay Az)

2. Se p — q ¢é do tipo tempo, entao H (E7 X ‘ < 1, logo p pode ter sido influenciado por ¢ se At > 0

e q pode ter sido influenciado por p se At < 0. A influéncia pode ter sido causada por um disparo de

arma de fogo por exemplo.
3. Se p — q é do tipo luz, entao H (%, %, %) H =1, logo p pode ter sido influenciado por g ou ¢ pode

ter sido influenciado por p. A influéncia pode ter sido causada por um sinal luminoso por exemplo.

3 Isometrias.

Em R™ temos as seguintes definigoes equivalentes para isometrias:
Definicao 3.1. Uma fungdao F : R™ — R" € dita uma isometria se ocorre alguma das afirmacoes equivalentes:
1. ||z —y|| = ||F(x) — F(y)|| para quaisquer x,y € R™.
2. (x —y,x —y) = (F(z) — F(y), F(z) — F(y)) para quaisquer z,y € R™.
Temos também as seguintes defini¢oes equivalentes para operador ortogonal:
Definicao 3.2. Uma operador T : R™ — R"™ € dito ortogonal se ocorre alguma das afirmacoes equivalentes:
1. T preserva norma.
2. T preserva produto interno.
3. T leva bases ortonormais em bases ortonormass.
4. TT* =T*T = 1I.
5. Se B é uma base ortonormal de R™ entdo [T)p € ortogonal.

Note que se T : R® — R” é um operador ortogonal entao o determinante de 7' é +1. Podemos também
classificar todas as isometrias de R™:

Teorema 3.1. Se F': R™ — R" ¢ wma isometria, entdo existe uma transla¢ao
T, :R* - R"
v a+v
e um operador ortogonal O : R™ — R™ tal que
F=T,00.
Nesta segao faremos um estudo sobre as isometrias de R}'. Vamos comecar fazendo algumas defini¢oes:

Definicao 3.3. Uma funcio F : R} — R? € dita uma isometria se para quaisquer x,y € R7 vale que

(@ =y, 2 —y)o = (F(z) = F(y), F(z) = F(y))o-



Definicao 3.4. Um operador T : R} — R € dito ortogonal se preserva produto interno.

Vamos fazer alguns comentarios. Note que se T : R} — RY preserva norma ou leva bases ortonormais em
bases ortonormais nao necessariamente serd um operador ortogonal. Considere o seguinte contra exemplo:

T:L? > L?

(z,y) = (y,2)

Temos que T preserva norma e leva bases ortonormais em base ortonormais, porém 7' nao preserva produto
interno. No entanto é verdade que se um operador em R} é ortogonal entao ele preserva norma e leva bases
ortonormais em bases ortonormais. Também temos que um operador 7" : R? — R7 é ortogonal se e somente
se

[T, Id [T)ean = Id
n—uv,v can — n—uv,v

can

o que mostra que operadores ortogonais em R} possuem determinante 1, assim como em R”.
Valem os seguintes resultados:

Teorema 3.2. O conjunto dos operadores ortogonais de R}, OF, formam um grupo com a operagdo de
composi¢ao.

No caso em que v = 1, chamamos este grupo de grupo de Lorentz.

Teorema 3.3 (Classsficagdo das isometrias de RY). Se F' : R? — R? € uma isometria, entao existe uma
transla¢ao
T, : R — RY

v a+v
e um operador ortogonal O : R} — R? tal que
F=T,00.

Podemos deduzir que em R o conjunto das isometrias é um grupo com a operacao de composicao, assim
como ocorre em R”.

4 O grupo de Lorentz.

Nesta se¢do faremos um breve estudo do grupo de Lorentz O} . Vamos comecar esta se¢io fazendo algumas
defini¢gbes que serao importantes para o nosso estudo:

Defini¢ao 4.1. Um vetor v = (v1,...,v,) de L™ de tipo tempo ou luz € dito:
1. Futuro-dirigido se v, > 0.
2. Passado-dirigido se v, < 0.

Note que se p, g sao elementos de L* e p — g é de tipo tempo ou luz, p — ¢ ser futuro-dirigido significa que
0 evento p ocorreu apods o evento ¢, temos que g pode ter influenciado p. Se p — g é passado-dirigido entao p
ocorreu antes de g e pode ter influenciado ¢q. Este comentario motiva a definigao acima.

Definigao 4.2. Dizemos que uma base ortonormal {vy,...,v,} €é:
1. Futuro-orientada se v, € futuro-dirigido.
2. Passado-orientada se v, € passado-dirigido.

Definicao 4.3. Seja T : L™ — L™ um operador ortogonal. Se {vy,...,v,} € uma base ortonormal, sabemos
que as colunas da matriz
[T]can (Ulv 8] vn)

formam uwma base ortonormal de L™. Dizemos que T € ortocrénico se para toda base ortonormal {vy, ..., v, }
futuro-orientada as colunas de
[T]can (vla (33 vn)

formam uma base ortonormal futuro-orientada.

Teorema 4.1. O conjunto O dos operadores ortocrénicos é um subgrupo do grupo de Lorentz OL.



Vamos encerrar esta secao descrevendo o grupo de Lorentz O}. Seja T : L? — L? um elemento do grupo

O} e seja
b
[T]can = <CCL d) b

GG 2)E D65

temos que

0 que implica que

a2—c2:1,

d> - =1
e

ab—cd = 0.

Quando vamos deduzir quais sdo as matrizes ortogonais de Max2(R), chegamos em relagoes que nos
induzem a introduzir fungoes trigonométricas para que possamos resolver o problema. As relages acima
nos induzem a introduzir fungées trigonométricas hiperbdlicas para encontrarmos a, b, ¢ e d. Utilizando esta

técnica, podemos concluir que
(Tlean = cosh(f) senh(0)
e ™ \senh(f) cosh(f)

ou
cosh(f senh(6)
Jean = { _ Senh —cosh(6)
ou
- cosh —senh(0)
Tlean = senh(6 cosh(6)
ou
(- cosh senh(6)
Tlean = senh(f)  — cosh(6)

para certo 6 real.

5 Causalidade.

Encerraremos este trabalho falando sobre causalidade e explicando sobre a origem do fator de Lorentz:

Definicao 5.1. Sejam eq,es elementos de L*. Dizemos que ey precede causalmente ex se e — ey € do tipo
tempo ou luz e nao € passado-dirigido. Neste caso, iremos usar a nota¢ao

e1 < eg.

Teorema 5.1. A relagdo de causalidade < define uma ordem parcial em L*. Ou seja: é uma relagao refleziva,
antissimétrica e transitiva.

Podemos nos perguntar se isometrias de L* preservam a relaciao de causalidade, o que é algo de grande
interesse fisico. A resposta é negativa. Veja o seguinte contraexemplo:

T:L*— L*
(‘T7y7zat) = (:E,y,z, _t)
Precisamos entao de uma nova definicao:

Definigao 5.2. Dizemos que uma isometria ¢ : L* — L* ¢ causal se preserva a relagdo de causalidade. Ou
seja:

r<y= ¢(r) < 9(y)

para quaisquer T,y € L*



Podemos mostrar que o conjunto das isometrias causais de L* formam um grupo. Um exemplo de elemento
deste grupo sao as isometrias da forma
¢o: L* — L4

(z,y,2,t) — (xcosh(f) + t senh(0), y, z, x senh(0) + ¢ cosh(6))

onde # é um nimero real. Temos que uma transformacao de Lorentz

L:L*— 1%

(z,y,2,t) — (

x — vt t—ox >
7 ) Z?

V1—0v? Y V1—v?

onde |v| < 1 serd da forma ¢y para certo 6 real.

Vamos agora explicar a ideia por tras das transformagoes de Lorentz. Considere uma onda eletromagnética
que se desloca ao longo do eixo x. Podemos representar esta onda por meio de uma fungao de duas varidveis
¥(x,t), que recebe a posicdo = ocupada pela onda no instante ¢ e retorna a sua posigdo y. Temos que a
equagao de onda

0%

i (z,t) =0

9z @t = G

é satisfeita para quaisquer x,t em R.

Figura 2: Representacao de uma onda eletromagnética.

Vamos considerar uma mudanca de coordenadas com a seguinte forma:
L:R? - R?
(z,y) = (ax + bt, cx + dt)

Estamos interessados em uma mudanca de coordenadas que preserva a equacao de onda. Ou seja, se
Y =¥ o L, queremos que v, satisfagca a equacao de onda.
Pela regra da cadeia e o teorema de Schwarz podemos concluir que

Py 0% >’y 2 0%
W(m,t) =a w(L(m,t)) + 2ac@:c6t (L(x,t)) +c ﬁ(L(m,t)).
Da maneira analoga, podemos concluir que
Yy 0% >’y 0 0%
52 (z,t) =10 w(L(x,t)) + deaxat (L(z,t))+d ﬁ(L(x,t)).

Temos entao que

0? 0? 0? 0?
LU 1)~ T (1) = (@2~ 8) D5 (L, 1) + 2(ac — b) 5 L

9z




Queremos que 1y, satisfaga a equagdo de onda. Ou seja, queremos que

821%( P *Yr
o2 ot?

(x,t)=0

para quaisquer x,t em R2. Para que isto ocorra, basta que as relacoes

a? —b* =1

ac—bd =0
e

A-—d?=-1

sejam cumpridas. Isto ocorre no caso da transformagao de Lorentz

o T — vt
V1—0v?
o t—ovx

0 que mostra que a equacao de onda é invariante por transformacoes de Lorentz. Observe que isto nao ocorre
se tomarmos uma transformagcao de Galileu
2=z — ot

=t

onde v > 0.
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