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Resumo Neste trabalho, foi apresentada a teoria do grau topolégico de Leray-
Schauder e o teorema do ponto fixo de Schauder. Para isto, foi feita
uma breve introducdo do grau topolégico de Brouwer. Como aplicacao,
foi estudado um problema de equagdo diferencial ordindria nao linear.
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1 Introducéo

O grau topolégico é uma ferramenta utilizada para estudar solugdes de equa-
¢oes do tipo f(x) = y, para uma fun¢do f e um valor y em condi¢des especificas.
O grau de Brouwer, construido para fung¢des entre espagos de mesma dimensao fi-
nita é bastante 1til na demonstragao de resultados topolégicos conhecidos, como
por exemplo o teorema da esfera cabeluda. O grau de Leray-Schauder é definido
para uma classe de fung¢des continuas do tipo F = I — T, onde I é a identidade e
T é uma fungdo completamente continua. Em sua construgdo é utilizado o grau
de Brouwer e as suas propriedades sdo facilmente obtidas partindo da defini¢do
e das propriedades do grau de Brouwer. Dentre suas aplica¢des, estdo problemas
de bifurcagdo e de equagdes diferenciais ndo lineares. Neste projeto, foi estudado
um problema de equagdo diferencial ordindria ndo linear.



2 Grau topolégico de Brouwer - uma revisao

Considere uma funcio continua f : O — RF definida em um subconjunto
de RF e seja U um subconjunto aberto de R* tal que U C Q. Uma terna (f, U, y)
é dita admissivel quando a funcio f é prépria em U e y € R é tal que f(x) # y
para todo x € dU. Uma terna admissivel (f,U,y) é dita regular se f é de classe
C® em U e y é um valor regular para a restricdo f|.

Defini¢do 2.1 (Grau de Brouwer para ternas regulares). Seja (f,U,y) uma terna
reqular, entdo o seu grau de Brouwer é definido pelo inteiro

degg(f, U, y) == )  sign(dfx), (2.1
xef~y)nu

onde sign(dfy) é o sinal do determinante da matriz df,.

O grau de Brouwer de uma terna regular pode ser interpretado como uma
“conta algébrica” das solugdes da equagdo f(x) =y em U.

A defini¢do do grau para ternas (f, U, y) somente admissiveis (ndo necessari-
amente regulares) é feita por meio de aproximagdes da fung¢do f por uma fungéo
g e do valor y por um valor z, de forma que a terna (g, U, z) seja regular. Assim,
utiliza-se o grau da terna (g, U, z) para definir o grau da terna (f,U,y). O grau
estd bem definido, pois ndo depende da escolha de g e de z, se estes satisfazem
as seguinte condigdes:

1. |f(x) —g(x)] < ¢ paratodox € U, (e>0);

2. |z—y| <o, (0>0);

3. e+ o < dist(y, f(oU)).

Abaixo estdo listadas as principais propriedades do grau de Brouwer.
Propriedade 2.2 (Normalizacdo). Seja I : RF — RF g fungdo identidade em RK. Entdo

degy(f, RF,y) =1 (2.2)
para todo y em RK.



Propriedade 2.3 (Aditividade). Seja (f,U,y) uma terna admissivel e sejam Uy e U,
subconjuntos abertos e disjuntos de U tais que f~'(y) NU C Uy U U,. Entdo

degy(f, U,y) = degy(f, Uy, y) + degy(f, Uz, y). (2.3)

Definigdo 2.4 (Homotopia). Sejam U um subconjunto aberto de RF e Q) um subcon-
junto de RF x [0,1]. Considere uma fungio continua H : Q — RF e uma curva
w:[0,1] = RK. A terna (H,U,«) é chamada de homotopia de ternas. Tal homo-
topia une as ternas (Hp, U, a(0)) e (Hy, U, a(1)), onde Hy é a fungio parcial definida
em Q) = {x € RF: (x,A) € Q} com Hy(x) = H(x,A). Se a funcio H é prépria em
Ux[0,1] CQeH(x,A) # a(A) para todo (x,A) € dU x [0,1], entdo (H, U, ) é dita
uma homotopia admissivel de ternas. Se H e w sio C*, entdo (H,U, «) é dita uma
homotopia C*.

Propriedade 2.5 (Invaridncia homotépica). Se (H, U, «) é uma homotopia admisstvel
C® e une ternas admissiveis, entio

degy(Ho, U, x(0)) = degyz(Hy, U, a(1)). (2.4)

Propriedade 2.6 (Propriedade da excisdo). Sejam (f,U,y) uma terna admissivel e
V um subconjunto aberto de U tais que f~'(y) U C V. Entdo, a terna (f,V,y) é
admisstvel e

degp(f,V,y) = degy(f, U, y). (2.5)

3 Grau topolégico de Leray-Schauder

3.1 Defini¢do do grau e suas propriedades

Quando se trata de definir o grau topoldgico em dimensdo infinita, pode-se
pensar nas fungdes continuas entre espagos de Banach reais ou, mais geralmente,
entre espagos normados reais (ou espagos vetoriais topolégicos localmente conve-
X0S).

Considere um espaco normado real X de dimensao possivelmente infinita, um
subconjunto (2 C X e uma transformacédo ¢ : (3 — X. Seja U C X aberto em X tal
que U C Q e considere um ponto p € X \ ¢(dU). Queremos definir uma fungdo
deg,s(¢, U, p) com valores em Z que satisfaga as seguintes propriedades:
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(i) deg,s(I,U,p) =1se p € U, onde I é a identidade em );

(i) se deg,s(¢, U, p) # 0, entdo p € p(U);

(iii) se H; : Q — X é uma homotopia continua tal que p ¢ H;(dU) para todo
0 <t <1, entdo deg,s(Hy, U, p) é independente de .

O grau de Brouwer envolve as fun¢des continuas. Na tentativa de estender
o grau para fungdes continuas definidas em subconjuntos de espagos normados
de dimensdo infinita, encontra-se um obstdculo. Jean Leray demonstrou, por
meio de um contraexemplo, que qualquer construgdo de grau que satisfizesse as
propriedades de normalizagdo, aditividade e de invaridncia homotdpica seria in-
compativel com a propriedade de existéncia. Esta dificuldade motivou a busca de
uma classe de fung¢des continuas mais restrita. Foram escolhidas as perturbacdes
compactas da identidade, pela propriedade de que uma funcdo compacta pode
ser aproximada por uma sequéncia de fun¢ées com imagem de dimensao finita.

A seguir, serdo apresentadas algumas defini¢cdes e demonstracdes de resulta-
dos importantes para que o grau de Leray-Schauder possa ser definido.

Definicao 3.1. Sejam E, F dois espacos normados reais e seja M C E. Dizemos que
T : M — F é uma transformag¢do completamente continua se:

(i) T é continua;

(ii) T(A) é relativamente compacto para todo A C M limitado, i.e., T(A) é compacto
para todo A C M limitado.

Se, além disso, T(M) for relativamente compacto, entido T é uma transformagio com-
pacta.

Observacao 1. Note que se M é limitado e T é completamente continua, entdo T é
compacta.

Definicao 3.2. Sejam E e F dois espacos normados reais e M um subconjunto de E.
Uma transformagio T : M — F é dita de dimensdo finita se T(M) estd contido em um
subespaco linear de E de dimensdo finita.

O grau de Leray-Schauder é definido para perturbagdes compactas da iden-
tidade ¢ = I — T, onde T é uma transformacdo completamente continua. Com
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o intuito de utilizar o grau de Brouwer como auxilio, T é aproximada por uma
transformacdo compacta de dimenséao finita. O teorema abaixo é bastante conhe-
cido na andlise funcional e garante a existéncia de tais transformacodes auxiliares.

Teorema 3.3. Sejam E, F dois espagos normados reais dotados com suas respectivas nor-
mas, || - ||[ge |- ||r- Seja M C E limitado e seja T : M — F uma transformagdo compacta.
Entdo, para todo € > 0, existe T, : M — F de dimensdo finita tal que, para todo x € M

IT(x) = Te(x)|[F <& 3.1)

Demonstragio. Fixe ¢ > 0. Como T é compacta, entdo o conjunto T(M) é com-
pacto. Note que T(M) C U Be(p), entdo existem py, ..., px € T(M) tais que

peT(M)

- k

T(M) C U Be(p;). Para cadai =1, ...k, seja m; : M — R uma fungdo definida
i=1

por

m;(x,€) := max{0,¢ — ||T(x) — pi|le}- (3.2)
Em outras palavras, se x € M é tal que T(x) € Be(p;), entdo m;(x,e) =
e — ||T(x) — pillr, caso contrério, m;(x,e) = 0. Sendo assim, defina a fungéo
0, : M — R como sendo
m;(x, )

0;(x,¢) := - (3.3)

X mj(x,€)

j=1
Vamos provar que 0; estd bem definida e é continua para i = 1, ..., k. Para isso,
note que

(a) i m;(x,e) > 0:
=1

De fato, para cada x € M existe 1 < jo < j tal que T(x) € Be(pj,), pois

k k

T(M) C 191 Be(p;). Entdo mj (x,e) > 0 e, portanto, ];1 m;(x,e) > 0;

(b) Para cada i = 1, ...k, temos que m; é continua em M, pois é composta de
continuas (a fungdo norma e a fungdo méaximo sido continuas, bem como a
funcao T);



k
(c) ¥ mj(x,e) > 0 é continua, pois é soma de continuas.
=1

Portanto, (a) implica que 6; estd bem definida em M e sua continuidade é
obtida por (b) e (c). Agora, seja T; : M — F uma funcdo definida por

k
Te(x) := ) 0i(x,€)p;. (3.4)
i=1

O conjunto T, (M) esta contido no espacgo vetorial gerado por {pj, ..., px }, entdo
T; é de dimensdo finita. Além disso, T; é uma transformacdo continua.

k
Note que }_ 6;(x,¢) = 1, entdo

i=1

T(x) —Te(x) = ¥ 0i(x,e)T(x) — L 0i(x,e)pi = L 0:i(x,€)[T(x) — pil.

Logo,

IT(x) = Te(x)|| < é 0i(x, )| T(x) — pill <e,

pois se x é tal que T(x) € B(p;), entdo 0 < m;(x,¢) < 0 e, portanto, 0;(x,¢) <

€

ke®
L]

Observacao 2. As transformagoes Ty no teorema acima sio compactas. Para demonstrar
tal fato, basta seguir os seguintes passos:

1. Note que M é limitado e T é compacta, entido T (M) é um conjunto limitado;

2. Utilize o fato acima e a desigualdade em (3.1) para concluir que T,(M) é limitado.
Sendo assim, para todo A C M, tem-se que T;(A) é limitado e fechado;

3. Como T(A) estd contido em um espago vetorial real V de dimensdo finita, entdo
Te(A) é compacto, pois V é completo.

A base da construgdo do grau de Leray-Schauder é apresentada pelo préoximo
lema, cujo resultado permite estender o grau de Brouwer para fungdes continuas
entre espagos Euclidianos de dimensdes diferentes. Se m < n, identificamos IR™
com o conjunto R” N {x € R"; x,41 = ... = x, = 0}.
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Lema 3.4. Considere U C R" um conjunto aberto e limitado e ¢ € C(U,R"), onde
m < n. Seja  : U — R" definida por

p(x) =x+¢(x) (xel)

Defina o conjunto U™ = R™ N U e a fungdo x como sendo a restrigio de 1 ao conjunto
R™NU. Se p € R™\ y(aU), entdo

degp(, U, p) = degp(x, U™, p). (3.5)

A seguir, é apresentada uma sequéncia de resultados necessarios para a defi-
ni¢do do grau-LS.

Sejam X um espaco normado, () C X um subconjunto qualquer e U C X
aberto e limitado tal que U C Q. Considere uma fungdo ¢ : Q — X da forma
¢ =1—T,onde T : () — X é completamente continua. Seja p € X e suponha
sempre que p € ¢(0U). A fungdo p denotard a distancia induzida pela norma em
X.

1. Sejar = p(p,¢(0U)) = inf{||p — ¢(x)||;x € oU}. Entdo r > 0. A demons-
tracdo consiste em supor que a distancia é nula e tomar uma sequéncia (x,)
em dU tal que ¢(x,) — p. Utilizando a compacidade de T, prova-se que
p € $(oU), o que é uma contradicao.

2. Seja € tal que 0 < € < r e considere uma transformacio T, : U — X de

dimenséo finita, como no teroema 3.3. Seja S¢ = Span(T.(U), p) o espago
normado de dimensdo finita gerado por T.(U) e por p. Defina o conjunto
Ue := UNSe e a fungdo ¢e(x) = x — Te(x) para x € U. Entdo U, C S, é
aberto e limitado e dU, C 9U, onde dlU, é a fronteira de U, em S.. Além

disso, ¢e(Ue) C Se e

||x = Te(x) = pll = [lx = T(x) = pl[ = [IT(x) = Te(x)[| >r —€>0. (3.6)

Com isto, pode-se definir degg(¢e, Ue, p), onde ¢ = ¢e|y,. Para Ue = @,
temos o grau nulo.



3. O grau degg(¢e, Ue, p) ndo depende de e se 0 < € < 7.

4. Seja V um espaco de dimensdo finita que contém S., com 0 < € < r e defina
Uy := UNV. Pelo lema 3.4, tem-se que degg(¢e, Uy, p) = degy(¢e, Ue, p).

Com os resultados acima, foi possivel definir o grau de Leray-Schauder para
¢.

Definicao 3.5 (Grau de Leray-Schauder). Sejam X um espago normado, Q) C X um
subconjunto qualquer e U C X aberto e limitado tal que U C Q. Considere uma fungio
¢:Q — Xdaformap =1—T,ondeT : Q) — X é completamente continua. Seja
p € X\ ¢(U). Considere § = I — T, onde T ¢é definida em U com imagem de dimensio
finita tal que

IT(x) = T(x)[| < p(p,¢(0U)), xeU. 3.7)

Tome um espago vetorial V de dimensdo finita contendo o conjunto T(U) e o ponto p.
Defina Uy = U NV edefina

deg, (¢, U, p) = degy(¢, Uy, p). (3.8)

Apo6s definido o grau, foi possivel demonstrar propriedades andlogas as pro-
priedades ja obtidas para o grau de Brouwer, visto que este é utilizado para
definir o grau-LS.

3.2 Teorema do ponto fixo de Schauder

Alguns dos resultados mais importantes demonstrados a partir do grau de
Leray-Schauder sdo teoremas de ponto fixo. Nesta se¢do foram estudados e de-
monstrados alguns destes teoremas. Do ponto de vista histérico, o teorema de
ponto fixo de Schauder foi provado alguns anos antes da construcdo do grau, re-
alizada por Leray e Schauder. Contudo, o grau fornece um método simples para
a demonstragdo deste teorema, como veremos nesta segao.

Definicao 3.6. Um ponto x € S é dito ponto fixo de uma fungio f : S — S se

f(x) =x. (3.9)
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Definigao 3.7 (Propriedade do ponto fixo). Seja X um espago normado real. Um
conjunto S C X possui a propriedade do ponto fixo se toda fungio continua f : S — S
admite ponto fixo.

Teorema 3.8. Sejam X um espago normado real e S C X um conjunto fechado, limitado
e convexo tal que 0 € S°. Considere ¢ : S — X uma transformagdo compacta tal que
¢(S) C S. Entido ¢ tem um ponto fixo em S.

Demonstragio. A ideia é construir uma homotopia que une as fungdes I — ¢ e
I, igualar os graus das ternas (I — ¢,5°,0) e (I,5°,0) de forma que deg (I —
$,5°,0) = 1 e concluir que existe um ponto fixo em S.

Seja U := S°, entdo U é ndo vazio. Por uma propriedade de conjuntos conve-
x0s, S° = S. Como S é fechado, entdo S = S e, portanto, u = S. Consequente-
mente, temos que dU = dS. De fato,

ouU=U\U°=S\S°=as.
Sendo assim, considere a homotopia
Hi(x) =x—tp(x) (xe U, 0<t<1).

Precisamos provar que 0 & H;(oU) para todo 0 < t < 1. Suponha que
$(x) # x para todo x € 9U, ou seja, 0 ¢ Hy(dU) (o outro caso encerraria a
demonstragdo). Para 0 < t < 1 e x € dU, note que t$(x) € S° = U, pois a origem
estd em U e a imagem ¢(S) C S. Sendo assim, 0 ¢ H(oU) para todo 0 < ¢ < 1.
Agora, considere G¢(x) = t¢(x), entdo G; é uma homotopia de transformagdes
compactas com 0 ¢ (I — G;)(dU) para todo 0 < t < 1. Pela propriedade da
invariancia homotoépica, temos que

Como degs(I,U,0) = 1, entdo a propriedade da existéncia garante que existe
x € U tal que ¢(x) = x. O

Os préximos teoremas tém como objetivo obter o mesmo resultado de (3.8),
relaxando as hipéteses impostas sobre o conjunto S.



Teorema 3.9. Sejam X um espago normado real e S C X um conjunto fechado e limitado
com interior ndo vazio e considere ¢ : S — X uma transformagdo compacta. Se existe
w € S° = U tal que, para todo A > 1 e x € dU,

p(x) —w # Ax —w), (3.10)

entdo ¢ admite um ponto fixo.

Demonstragio. Neste caso, utilizaremos uma homotopia para unir I —¢ e I — w.
Portanto, considere

Hi(x) =x—w—tp(x)—w) (xel, 0<t<1).

Assim como na demonstrag¢do do teorema anterior, suponha que 0 ¢ Hy(oU)
(o outro caso encerra a demonstragdo). Além disso, note que 0 ¢ H;(dU) para
todo 0 < t < 1. De fato, suponha o contrario, entdo existem xp € dU e 0 < tp < 1
tais que

px0) —w=E(xo—w) (L >1),

o que contradiz a hipétese em (3.10). O caso para t = 0 também é vélido, pois
x € U ew € S° entdo x # w. Portanto, temos que 0 ¢ H;(dU) para todo
0 <t < 1. Pelas propriedades de invaridncia homotépica e translagdo, temos que

deg,s(I —¢,U,0) = deg,s(I —w,U,0) = deg,s(I, U, w).

Como w € U, entdo deg,s(I,U,w) = 1 e, portanto, ¢ admite um ponto
fixo. O

Definic¢do 3.10 (Envoltério convexo). Sejam X um espago métrico e S um subconjunto
de X. A intersecgdo de todos os subconjuntos convexos de X que contém S é chamada
de envoltério convexo de S e é denotada por co(S). O envoltério convexo fechado
de S é a intersecgdo de todos os subconjuntos convexos e fechados de X que contém S e é
denotado por co(S).

Observagio 3. Os conjuntos ¢o(S) e co(S) sdo iguais. De fato:

1. Ainclusdo co(S) C co(S) é direta, pois o fecho de co(S) é um convexo fechado que
contém S e, portanto, contém co(S).
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2. Provemos a inclusio co(S) C co(S): Note que co(S) C co(S), entdo basta aplicar
a seguinte propriedade de fechos de conjuntos:

Se A é um conjunto fechado, entio BC A <= B C A.

Teorema 3.11 (Dugundji). Seja S um subconjunto fechado de um espago métrico X e
seja L um espaco normado real. Entdo, toda fungio continua f : S — L admite uma
extensdo continua, F : X — L, tal que F(X) C co(f(S)).

A primeira versdo do teorema acima foi demonstrada pelo matemético Hein-
rich Tietze (teorema de extensdo de Tietze), afirmando que o resultado vale para
fungdes f : S — E", onde E" é o espago Euclidiano n-dimensional. James Du-
gundji demonstrou que a extensdo vale para fun¢des mais gerais, substituindo
o espaco Euclidiano por qualquer espago vetorial localmente convexo. Em (3.11)
foi enunciada uma versdo deste resultado que nos é conveniente.

Até aqui, foi necessdrio assumir que o interior do conjunto S é ndo vazio. Com
o teorema de extensdo de Dugundji, podemos retirar tal restricao.

Teorema 3.12 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Seja S um subconjunto ndo
vazio, fechado, limitado e convexo de um espago normado real X e seja ¢ : S — S uma
transformagio compacta. Entdo ¢ admite ponto fixo.

Demonstragido. Como S é um conjunto limitado, entdo existe uma bola B centrada
na origem contendo S. Considere a fung¢do identidade I : S — X sobre o conjunto
S e note que co(I(S)) = S, pois I(S) = S é convexo. Entdo o teorema (3.11)
garante a existéncia de uma transformagéo continua r : B — S tal que r|s = I.
Agora, seja ¢ : B — B tal que ¢ = ¢ or, entdo ¢ é uma transformagdo compacta,
pois ¢ é compacta. Pelo teorema (3.8), ¢ admite ponto fixo, i.e., existe & € B tal
que ¢(&) = & Porém, $(B) C S implica que & € S e, como r|s = I, concluimos
que ¢(2) = ¢. 0
Corolario 3.13. Sejam S como no teorema acima e h : S — Sy um homeomorfismo, onde
S1 C X. Se ¢ : S1 — Sy é uma transformagdo compacta, entdo ¢ admite um ponto fixo
em Sq.

Demonstragido. Se definirmos a fungdo ¢ := h™! o ¢ o h, entdo temos que ¥ leva
S em S e é compacta, pois ¢ é compacta e h é bijetora com inversa continua.
Pelo teorema (3.12), existe x € S tal que ¢(x) = x. Logo y = h(x) € S; tal que

h=Y(¢(y)) = x = h~1(y), implicando que y € Sy e ¢(y) = . O
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Coroldrio 3.14. Um subconjunto convexo e compacto S de um espago normado real X
possui a propriedade do ponto fixo.

Demonstragio. Seja ¢ : S — S uma fungdo continua, entdo ¢ é compacta. De fato,
como S é compacto, entdo ¢(S) é compacto. Seja A C S limitado, entdo ¢(A)
é um fechado contido no compacto ¢(S), portanto é também compacto. Agora
basta utilizar o teorema (3.12) e concluir que ¢ possui ponto fixo em S.

]

3.3 Uma aplicagdo a uma equacgdo diferencial ordindria

Nesta secdo faremos uma aplicacdo da teoria do grau-£S a um problema de
equagdes diferenciais ordindrias ndo lineares.
Considere a,c € R tais que a < c e 0 conjunto

X :={x:[a,c] = R: x é continua }
tal que a norma dos seus elementos é dada por
x|l = max{|x(#)] : £ € [a, ]}
Seja g : [4,¢] x R — R uma fungédo continua e, dado k > 0, defina
b:=a+min{c—a, %},
onde M é definido como
M :=max{|g(s,u)|:a <s<e¢, |u| <k}.
O lema a seguir utiliza o teorema de Arzela-Ascoli.

Lema 3.15. Considere a bola aberta U = By(0) em X e a transformagio T : U — X
definida por

t
T(x)(t) i= /g(s,x(s))ds, a<t<b. (3.11)
a
Entdo, T é uma transformagio compacta.
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Demonstragio. Primeiramente, vamos demonstrar que T é continua.
A funcéo g| [a,b] x [~k k] € uniformemente continua, pois g é continua e o conjunto
da restrigdo é compacto. Sendo assim, dado ¢ > 0, existe 4 > 0 tal que
8(s,u) —&(s,0)| < 5=,

para todo s € [a,b] e para todo u,v € [—k, k| com |u —v| < 4. Agora, considere
x,y € X tais que ||x — y|| < 4, entdo
t

ITC)(8) =T ()] = | [8(s,x(s)) — &(s,y(s))]ds|

a

< [ Ig(s,x(5)) — g(s,y(s))Ids
< ftﬁds <eg

para todo t € [a,b]. Portanto, temos que

IT() =TI <

provando a continuidade de T. Provemos que T(U) é relativamente compacto:

(i) T(U) é limitado:

De fato, tome x € U, entdo |x(t)| < k paraa < t < c. Assim, temos que
|g(s,x(s))] < M paraa <s <c.

Dadoa <t <,
IT(x)(t)] < aft|g(5,X(S))!dS < M(b —a).

(ii) T(U) é equicontinuo:
Sejam x € U, t1,t, € [a,b], entdo
5]
IT() () — T()(82)| = | | g5, x(3))ds] < Mty — b,
5]

Sendo assim, considere ¢ > 0 qualquer e |t; — t2| < 5, entdo
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T(x)(t) = T(x) (k)| =< M|ty — ba| <,

para todo x € U.

Assim, T(U) ¢é limitado, fechado e equicontinuo. Pelo teorema de Arzela-
Ascoli, T(U) é relativamente compacto. Para qualquer A C U limitado, temos
que T(A) é compacto, pois é um fechado contido em um compacto. Assim, T é
uma transformacdo compacta.

O

Teorema 3.16. A equacio diferencial ordindria de primeira ordem

x'=g(t,x), a<t<b
x(a) =0
admite uma solucio x € C'([a, b]).

Demonstragio. Utilizaremos o teorema 3.12 para provar que T possui um ponto
fixo. Para isto, note que T(U) C U: de fato, por (i) e pela defini¢do do ponto b,
temos que

IT(x)(t)] < M(b—a) < Myz; =k

para todo x € U e para todo t € [a,b]. Portanto, existe x € U tal que T(x) = x,
ou seja,

x(t) = jg(s,x(s))ds, t € [a,b].

Note que como a fun¢do s — g(s, x(s)) é continua em [a, b], entdo a funcdo
t +— x(t), t € [a,b], é de classe C!. Portanto, vale que

{x’(t) =g(t,x(t)), a<t<b
x(a) =0.
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