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Este texto é parte da avaliagdo da disciplina MAT6019-Introducao a Fisica
Matemadtica ministrada pelo Prof. Dr. Cristian Ortiz e tem como objetivo
apresentar um pouco da teoria de Orbifolds no contexto topoldgico, como
podemos fazer uma reinterpretacao dessa teoria usando teoria de categorias
e como isso se relaciona com numa abordagem bastante moderna para campos
quanticos na fisica: A teoria chama de Topological Quantum Field Theories

ou TQFTs.



Na primeira sec¢ao, falarei da abordagem topoldgica usando como referén-
cias [Thu02] e [Car22]. Nelas, os orbifolds surgem como uma “generalizagao”
das variedades topoldgicas usuais, nelas, além do atlas, precisamos da infor-
macao de como quocientes local sao construidos por agoes de grupo. Con-
seguimos reconstruir a teoria de topologia algébrica e geometria diferencial
com ideias que surgem da teoria de variedades, com o cuidado de também
preservar essa estrutura de quociente local, porém com mais flexibilidade
para deduzir outras propriedades.

Em segunda, farei um breve introdugdo sobre a teoria de categorias
usando como referéncia o livro |Lan98| apresentando como as ideias de ge-
neralizacao e abstracao que essa teoria cria. Em seguida, usando as ideias
de [Moe02] mostrarei como conectar as construgdes anteriores com essa teo-
ria.

Por fim, mostrarei como esses conceitos surgem em fisica nos TQFTs
usando como referéncias [LU06| e |Ati8S].

2 Orbifolds

2.1 Definicao e exemplos:

Um orbifold é uma espécie de generalizacao de uma variedade topoldgica, fo-
cada especificamente em acoes locais de grupos. A ideia, de forma é resumida,
é: além de abertos que geram a topologia da variedade e as homeomorfismos
que se comportam bem em relacao a intersecoes desses abertos, associamos
um grupo finito local a esses abertos e os homeomorfismos também se com-
portam como homomorfismos de grupos que atuam na intersecao.

Esse objeto estd intimamente relacionado com a nocao de uma acao de
grupo, relembrando:

Definigao 2.1 (Agao de grupo). Uma agdo de grupo I' num conjunto X é
uma func¢ao p: I' x X — X onde u(e,z) =z e u(g, u(h,z)) = p(gh, z) para
todox e X eg,hel

Exemplo 2.1. Colocando X = R3 e G = SO(3) o grupo de isometrias
de R?® que preservam a orientagdo, temos a agao de grupo u(A,z) = A.x
correspondendo ao produto de matriz por vetor-coluna, que corresponde a
como aplicar as isometrias na forma matricial em pontos do espaco.

Definig¢ao 2.2 (Orbifold). Um orbifold O é definido como um espaco local-
mente Hausdorff X, denominado espaco subjacente com a seguinte estrutura
adicional:



o Xo tem um recobrimento por por familia de abertos U;, fechado sobre
intersecoes finitas.

« A cada um dos U; estd associado um grupo finito I';, uma agao de
grupos num aberto U; de R™ e homeomorfismo ¢; : U; — U;/T;.

« Sempre que U; C Uj, existe homomorfismo injetivo fi; : I' = I'; e um
mergulho ;; : U; C U; que seja equivariante com respeito a f;;:

¢ (vx) = fij(7)6i;()
de forma que o seguinte diagrama comute:

Pij

Pij __

U;
Wi‘
Uz’/Fz’ Uj/Fj
%’l

Ui

— Uj

onde 7; e 7; sdo as aplicagoes quociente por I'; e I';, respectivamente.

Denotamos por (U;, ¢;,I';), o atlas orbifold associado e, como no caso de
variedades topoldgicas, estd associado a este uma estrutura orbifold (o atlas
maximal). Assim, o orbifold fica definido a menos de equivaléncias de estru-
turas orbifold.

Observagdo. Em esséncia, a ultima propriedade da estrutura mostra que cada
aberto tem grupo associado e que em intersegoes (ou inclusées) de abertos
esses grupos se comunicam bem, ou seja, sao equivariantes em relacao ao
homeomorfismo que preserva a informagao de como o quociente atua nesses
abertos.

Como exemplo mais simples de orbifold, seja M variedade topologica com
atlas (U;, ¢;);, se a cada par associarmos o grupo trivial I' = {e} teremos atlas
que satisfaz as condigdes anteriores e, portanto, ¢ um orbifold.

Na verdade, conseguimos uma gama vasta de exemplos estudando agoes
de grupos em variedades. Primeiro, uma defini¢ao:



Definig¢ao 2.3 (Acao propriamente descontinua). Dado X um espago topo-
logico e I' um grupo, a acao do grupo I' é propriamente descontinua se para
todo K C X compacto o conjunto {g € ' : gK N K # ()} é finito.

Observacao. E bastante importante notar que a definicdo de propriamente
descontinua aqui nao implica que a agao seja livre (o conjunto especificado
teria somente e como elemento) utilizada em outras areas.

Defini¢ao 2.4 (Grupo de isotropia de um ponto). Seja a¢ao de grupo I' x
X — X. Para cada x € X, o grupo de isotropia de x é dado por {g € I :

gxr = x}.

Proposicao 2.1. Se M ¢ variedade em I' € grupo agindo propriamente des-
continuamente em M, entao M /T tem estrutura orbifold.

Esbo¢o da demonstragiao. Para cada ponto de x € M /T, podemos escolher
Z € M que projeta a x. Seja I, o grupo de isotropia de Z, existe vizinhanca
U, invariante por esse grupo e disjunta das imagens de I'\ I, essa vizinhanga
sera nossa escolha de abertos. Para garantir cobertura de toda a variedade,
preenchemos os abertos com todas as intersecoes finitas possiveis entre aber-
tos.

Sempre que as intersecoes nao forem vazias, conseguimos elementos de I'
tal que, quando aplicadas no levantamento, elas se intersectam e aplicando
elementos do grupo de isotropia fixados de cada aberto como escolhido no
comeco teremos que as condi¢oes pedidas pela definicdo serao satisfeitas.

Essa proposicao nos da que os orbifolds sdo muito mais flexiveis em relagao
a quocientes. De fato, existem quocientes M /G que nao siao variedade, mas
sempre serao orbifolds.

Exemplo 2.2 (Mesa de Bilhar). Considerando o conjunto M = R?* C R?, e
quatro retas que formem os lados de um retangulo R, para I' consideramos
o grupo gerado pelas reflexoes euclidianas em torno dessas retas, tal grupo
é isomorfo a (Zy * Zy) X (Zg * Zy) (onde * representa o produto livre e X
representa o produto direto).

A acao é propriamente descontinua e seu quociente pode ser interpretado
como conjunto R, e a acao faz com que podemos interpretar o espago como
uma mesa de bilhar: observando o quociente (a mesa) por qualquer um dos
lados temos simetria em relacao as laterais do que ocorre no centro, dai o
nome.

Exemplo 2.3 (Cones). Seja M = D?, o disco unitdrio em R?, e I' = Z,, com
n um inteiro positivo qualquer. T' age em M como rotacao de dngulo 27/n
em torno da origem. Pelo grupo ser finito, ele age propriamente descontinu-
amente e o seu quociente é um cone de angulo conico 27 /n.
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/3 D/Zs

Figura 1: Exemplo do Cone gerado pelo quociente por Zs

Figura 2: Orbifold Pillowcase

Exemplo 2.4 (Travesseiro (Pillowcase)). Considerando em R? o grupo dis-
creto G gerado por rotacdes de ordem 2 em torno do reticulado Z? C R2.
Para visualizar esse quociente, pensando @ = [—1/2,3/2] x [0, 1], assim, te-
mos dois pontos do reticulado na parte de cima e na de baixo do poligono.
A ideia é colar os lados verticais (pela composi¢ao das rotagoes) chegando
num cilindro, dai fechamos os lados abertos (usando também as rotagoes) e
dai temos uma esfera com quatro pontos conicos.

Para exemplificar que existem orbifolds que nao sdo variedades, mos-
trando que esse novo objeto efetivamente é um generalizacao nao trivial do
anterior, precisamos de um resultado preliminar:

Proposicao 2.2. Seja M uma n-variedade conexa e conexa por caminhos
comn >= 3. Sep € M e m(X) corresponde ao grupo fundamental da
variedade X, entao m (M) = m (M \ {p}).

A demonstragao dessa afirmacao é uma aplicacao direta do Teorema de



Seifert-van Kampen de topologia algébrica aliado ao fato que S™, com n >=
2, é contratil.

Exemplo 2.5 (Orbifold que ndo é variedade). Considerando M = R3 e
[' =< —1d > agindo como a reflexdo em torno do plano-xy. O orbifold resul-
tante é um cone topolégico sobre RP? e é variedade contratil, pela afirmacao
anterior, removendo o vértice conico teriamos o mesmo grupo fundamental
trivial. Porém, ao removermos esse ponto, temos espago homeomorfo ao pro-
prio RP? que nio tem grupo fundamental trivial. Logo, M/T" ndo pode ser
variedade.

2.2 O grupo fundamental e espagos de recobrimento

Pensando nos orbifolds como essa estrutura topologica generalizada, é natural
perguntar se podemos ou nao transportar as construgoes usuais como grupo
fundamental, espagos de recobrimento, homologia, métricas riemannianas
etc. A resposta é afirmativa, desde que, quando fizermos as novas definigoes,
tomemos cuidado para que as construgoes se comuniquem de forma adequada
com a estrutura de grupo. Apresentando de forma rapida como fazer isso
para os dois primeiros:

Para os grupos fundamentais, vamos permitir que os loops possam “sal-
tar” pela acao do grupo local finito. Precisamos de duas defini¢oes:

Definigao 2.5 (Pseudogrupo). Seja M uma variedade, um pseudogrupo ¢
¢ um conjunto de homeomorfismos h : U — V com U e V abertos de M tais
que:

e Os dominios de ¢4 cobrem M.

e Se g € ¥ entdo sua inversa ¢~ ' € 4.

e Sege¥ elU'  CU entao glypr €Y.

o Se g1,90 € ¥4, entdo go 0 g1 € ¢ onde essa composicao fizer sentido.

o Pertencimento a & é propriedade local, ou seja, se g : U — V e U pode
ser coberta por unido de abertos U, de forma que todos os g|y, € ¥
entdo, g € 4.

Evidentemente, poderiamos pensar em subgrupos de difeomorfismos numa
variedade suave.

Denominamos ¢-6rbita de x os pontos que sdo imagem de z por algum
elemento de ¢4 e denotamos 4.
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Figura 3: Diagrama de como um ¢-loop funciona

Defini¢ao 2.6 (¢-loop). Seja ¢ um pseudogrupo em M. Um ¥-loop com
ponto base x € M consiste de:

1. Uma sequéncia 0 =ty < --- < t, = 1.
2. Um caminho continuo ¢; : [t;_1,t;] — M para cada 1 < i < n.

3. Um elemento g; € ¢4 definido em vizinhanca de ¢;(t;) para cada i tal
que g;oc;(t;) = cip1(t;) paracadal <i<n—1ec¢(0) = hyoc,(l) =z

A terceira propriedade descrita €, justamente, a que flexibiliza a defini¢ao
no caso de orbifolds. Ela permite que um loop seja construido pela colagem
das extremidades de caminhos continuos pela acao do pseudogrupo 4. No
figura, [3| temos uma diagrama de como essa ideia funciona, se existe uma
relacao entre pedacos de abertos por um elemento do grupo local, o loop
pode saltar.

Poderiamos fazer subdivisoes de ¢-loops adicionando pontos na sequéncia
(tn)n, restringindo os caminhos aos novos intervalos definidos e tomando
g = Id nas novas extremidades construidas.

Lembrando da construgdo usual de 71 (M) precisamos de alguma relagao
de equivaléncia, aliada a operacao de composicao, para termos classes de
homotopia de ¢-loops:

Definigao 2.7 (Deformagoes e equivaléncias de ¥-loops). Uma deformagio
de um ¥-loop (g;, ;) consiste de homotopias dos caminhos ¢ de tal forma
que (g;,¢) é¢ 9-loop em x para cada S € [0, 1].

Dois 4-loops sao ditos equivalentes se admitem subdivisoes (g;, ¢;) e (g., ;)
tais que, para cada i exista h; € ¢ definido em vizinhanca de ¢; que satisfa-
zem:
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e gioh;e hji1oh; possuem o mesmo germe em ¢;(t;) para 1 <7 <n—1

e g/ oh, e g, tem o mesmo germe em c,(1).

Dois ¢-loops estao na mesma classe de homotopia se um pode ser obtido
do outro por nimero finito de subdivisoes, equivaléncias e deformagoes. O
conjunto dessas classes munido com a operagao de concatenacao de loops
forma um grupo, denotado m (¥4, z).

No caso do quociente M /¥ ser conexo, existe isomorfismo m (¥, x) ~
m(¥,y) para quaisquer z,y € M.

Nas definigoes feitas aqui, ainda nao fizemos mengao de orbifolds, mas po-
demos inserir essa nogao de maneira natural usando o pseudogrupo induzido
pela construgao.

Definicao 2.8 (Grupo Fundamental Orbifold). Seja & um orbifold e seja
A ={(U;, H;, ¢;) } um atlas fixado, definimos:

Ua ::|_|Ui and ¢ :=| |¢; : Us — | O]

ou seja, © € U; C Uy implica ¢(z) = ¢;().
As fungoes h : V — W, com V,W C U, abertos que satisfazem

poh=dly

geram pseudogrupo ¥4, de difeomorfismos locais de Uoy.
Seja abs@ o espaco subjacente do orbifold, o grupo fundamental de &
baseado em z € || é definido como

T = 1 (Yy, )
onde ¥ € Uy com ¢(T) = x.

Definicao 2.9 (Recobrimento Orbifold). Um recobrimento orbifold de um
orbifold O é um orbifold O com um projecio p : X — X entre 0s espagos
subjacentes, de tal forma que cada ponto = € X existe vizinhanca U = U /T
(onde U é um aberto de R”, onde toda componente v; de p~*(U) é isomérfica
a U/T;, onde I'; C T é subgrupo e tal isomorfismo deve respeitar as projecoes.

Uma observagao importante ¢ que o espago subjacente X5 nao ¢é, necessa-
riamente, recobrimento de Xp. Um exemplo basico é seja M uma variedade
e I' grupo agindo propriamente descontinuamente em M, entao M é recobri-
mento orbifold de M/T.



Dizemos que um orbifold é bom, se possui algum recobrimento orbifold
que seja uma variedade. Dizemos que o orbifold é ruim caso contrario. A
partir desse ponto, sempre que for mencionado um recobrimento serd um
recobrimento orbifold.

Voltando a ideia de generalizacao de variedades, Thurston prova o se-
guinte resultado [Thu02]:

Proposigao 2.3 (Existéncia do recobrimento universal). Um orbifold possui
um recobrimento universal O. Em outras palavras, para qualquer outro reco-
brimento O eziste levantamento q : O — O' (respeitando os pontos base).

A ideia dessa prova é novamente, voltar a construcdo de variedades e
adaptar a prova para que as novas estruturas que surgem da estrutura de
orbifold sejam preservadas.

Como no caso de variedades, podemos pensar no grupo fundamento or-
bifold 7,(O) como o grupo dos automorfismos do recobrimento universal O.
Um estudo um pouco mais detalhado consegue encontrar dualidades bastante
similares as encontradas em topologia algébrica de variedades.



3 Orbifolds como Grupdides

3.1 Breve introducgao sobre teoria de categorias

A ideia da categoria e abstrair mais os sistemas mateméticos, no principio que
que as propriedades podem ser unificadas e simplificadas quando observamos
como representacao por diagramas de flechas.

Diversas propriedades podem ser representadas por propriedades univer-
sais de diagramas, por exemplo:

Exemplo 3.1 (Fungoes em produtos cartesianos). Sejam X e Y conjuntos,
X xY seu produto cartesiano, f e g as projecoes em X e Y respectivamente.
Qualquer funcao h : X — Y pode ser unicamente determinada pelas compo-
sicoes po h e g o h. Isso equivale a dizer que, no seguinte diagrama, existe
unica h que faz o diagrama comutar:

w
f g
h

Esses conceitos permitem que o estudo de um objeto, ou sistema mate-
matico, tenha foto intrinseco em como “as coisas” se relacionam permitindo
que diferentes dreas da matematica sejam comparaveis nesse sentido.

Cada vez mais essa teoria torna-se comum na matematica contempora-
nea, justificando uma secdo para definir e apresentar exemplos com algum
cuidado, mesmo que de forma rapida.

3.2 Definicoes e Exemplos:

Definigao 3.1 (Categoria). Uma categoria € consiste de:
e Um conjunto &, de objetos;

e Um conjunto €; cujos elementos sao denominados flechas: Sejam A, B
objetos, uma flecha f relaciona esses objetos: A — B.

o Fungoes s,t : € — € que relacionam a cada flecha seu objeto de
origem e de chegada respectivamente. O conjunto €; (A, B) corresponde
as flechas com origem A e alvo B.
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o Funcao identidade 1 : €y — €; que associa a cada objeto A a flecha
A — A,

» Funcdo composi¢io m : € (A, B) x € (B,C) — €;(A,C) que realiza a
composicao de flechas satisfazendo as propriedades de associatividade
e unidade em relacao as flechas que sao imagem da fungao ¢

Observagdo. Estritamente, o objeto descrito na definicao é uma metacatego-
ria, € denominamos por categoria qualquer realizacao de uma metacategoria,
ou seja, €y e €; nao sdo conjuntos abstratos, ver [Lan98|. Nesse texto, ndo
serd necessario diferenciar esses conceitos.

As flechas de uma categoria também sao denominados de morfismos da
categoria. Se, em €, toda flecha possui inversa, dizemos que a categoria é
um grupoide.

Exemplo 3.2. Alguns exemplos de categorias:

o Conjuntos: Denotada por Set, cujos objetos sdo os conjuntos e os
morfismos sao as fungoes entre conjuntos.

» Espagos Topologicos: Denotada por Top, cujos objetos sdo espacos to-
polégicos e os morfismos sao as fungoes continuas entre eles. Também
podemos estudar pensando em outros morfismos: Toph onde os mor-
fismos sao as classes de homotopia de mapas e Tops onde os morfismos
sao 0os mapas que preservam um ponto base fixado.

o Grupo: Todo grupo pode ser representado como categoria, onde o tinico
objeto é o grupo e os morfismos sao as flechas que correspondem a
multiplicacao por elementos do grupo. Notando que todo morfismo
tem inversa pela definicao de grupo.

o Categoria dos grupos: Denotada por Grp, os morfismos sao os homo-
morfismos de grupos.

o Grupos abelianos: Denotado por Ab e os morfismos sao os homomor-
fismos.

Defini¢ao 3.2 (Funtor). Um funtor é um morfismo de categorias. Especifi-
camente, sejam € e B categorias, um funtor T : € — B é constituido de duas
fungdes €y — By e €; — By que preservam as unidades (flechas A — A) e
a composicao de flechas.

Um funtor é dito um isomorfismo de categorias quando ambas as fungoes
descritas sao bijegoes.
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Temos excelente exemplo mostrando essas ideias em agao que inclusive
foi uma das motivacoes para a construcao dessa teoria:

Exemplo 3.3 (Topologia Algébrica). A ideia central de topologia algébrica
¢é associar aos espacos topologicos a objetos algébricos que sao invariantes
desses espacos topologicos.

Pensando no invariante da homologia singular, a cada espacgo topologico
X e cada n inteiro positivos conseguimos associar grupo abeliano H,(X),
o n-ésimo grupo de homologia de X, e toda fun¢do continua f : X — Y
que relaciona espagos topologicos corresponde a um homomorfismo induzido
H,(f): Hy,(X) — H,(Y). Entao, a homologia relaciona setas e objetos das
categorias Top e Ab e temos o funtor H, : Top — Ab.

Para o grupo fundamental, temos ideia similar: A cada espaco topologico,
com algum ponto base fixado, conseguimos associar o grupo de classes de
homotopia 7 (X) e fungdes continuas também induzem homomorfismos nos
grupos fundamentais. Concluimos que 7; : Tops — Grp ¢ um funtor.

Dada categoria €, podemos munir os conjuntos de setas e flechas com
conceitos topolégicos. Temos entdo a definigao:

Defini¢ao 3.3 (Grupoide de Lie). Um grupoide de Lie é um grupoide €
em que os conjuntos €y e €; sdo variedades suaves Hausdorff e as fungoes
estruturais da defini¢cdo de categoria sao suaves. Um funtor entre grupoides
de Lie sera funtor T : € — B onde as funcoes flecha e objeto sdo suaves.

Exemplo 3.4. Alguns exemplos:

o Toda variedade suave M pode ser interpretada como grupoide de Lie
¢ colocando €5 = M = ¢, onde todas as flechas serdo unidades,
denominado u(M).

e Supondo que um grupo de Lie K age suavemente numa variedade M
pela esquerda. Podemos definir grupoide de Lie K x M com os objetos
sendo os pontos © € M e as flechas k : x — y onde k.x = y. Dali,
(KX M)g=Me (K x M), =K x M. Esse grupoide é chamado de
grupoide translacdao ou grupoide acao.

Um isomorfismo ¢ uma equivaléncia muito forte de categorias, essencial-
mente dizendo que as categorias sao iguais. Em muitos casos, temos interesse
em equivaléncias mais fracas que preservam as propriedades que sao essenci-
ais no contexto. Nos assuntos tratados nesse texto, a equivaléncia utilizada
é a equivaléncia de Morita.
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Definigao 3.4 (Equivaléncia de Morita). Um funtor entre grupoides ¥ :
H — G é dito Morita se o seguinte diagrama comuta, onde s e ¢ sao os
mapas origem e alvo da estrutura de categoria:

(3
H, G

(s,t) (s,t)

H()XH()%GO XGO
\I/()X\I/O

Dois grupoides G e H sao Morita equivalentes se existe outro grupoide
K com funtores Morita tal que: H < K = G

3.3 Voltando aos Orbifolds

Os orbifolds serao interpretados como classes de equivaléncia da seguinte
estrutura:

Defini¢ao 3.5 (Grupoide orbifold). Seja G um grupoide de Lie e dado = €
G, seja G, o conjunto de todas as flechas cuja origem e alvo sao o objeto x,
ele é denominado conjunto de isotropia de x. Dizemos que G é um grupoide
orbifold quando:

« O mapa (s,t) : G; — Gy x Gy que associa cada flecha ao par corres-
pondente a seu objeto de origem e alvo é préprio.

o Para todo = € GGy, o conjunto G, é discreto.

Em particular, quando um grupoide satisfaz a segunda propriedade ele é
denominado grupoide de folheacao.

Definigao 3.6 (Estrutura Orbifold). Denotando por |G| o espaco de orbitas
Go/G1 de um grupoide. Se X é espago Hausdorff localmente compacto, uma
estrutura orbifold de X é representada por grupoide orbifold G' e homeomor-
fismo f: |G| — X.

Se ¢ : H — G ¢ equivaléncia como na defini¢ao [3.4] entdo |¢| : |H| — |G|
¢ homeomorfismo e a composicao

folol: [H| =G| = X

¢ definida como estrutura orbifold equivalente em X.
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Dai um orbifold é determinado pelo grupoide orbifold e pela classe de
equivléncia de estrutura orbifold associada a ele.

O leitor pode notar que tanto na definicao topoldgica anterior quanto
nessa, temos um objeto com uma estrutura associada e nesse ponto as ideias
nao sao tao distintas. A grande diferenga nas situagdes é que no primeiro
construimos o orbifold observando caracteristicas locais do objeto que que-
remos estudar: cartas, homeomorfismos/homomorfismos locais, grupo local,
atlas orbifold, etc. J& no segundo, o orbifold é construido sem olhar para
essas propriedades locais, somente como as setas se relacionam dando mais
generalidade para essa estrutura.

Exemplo 3.5 (Voltando as cones). Colocando Gy = D?* C R? o disco uni-
tdrio e Gy com elementos da forma (p,g) € D* x Z, com n inteiro positivo.
Essas flechas relacionam os elementos da seguinte forma:

Com a seguinte regra de composigao:

(p,9) o (gp,h) = (p, gh)

E direto que satisfaz as propriedades de grupoide orbifold e existe mapa
¢ do espaco de érbitas ao cone descrito anteriormente.

Exemplo 3.6 (Representagoes alternativas). Mais geralmente, seja M uma
variedade suave e G um subgrupo finito de difeomorfismos de M. Dizemos
que o orbifold [M/G] é a classe de equivaléncia do grupoide X com objetos
m € M e flechas (m,g) € M x G.

Podemos definir outro grupoide representando o mesmo orbifold da se-
guinte forma. Seja % = {U,;};,c; uma cobertura aberta contrétil de M tal
que todas as intersecoes finitas desses abertos sejam contrateis ou vazios e
com a propriedade: para todo g € G e qualquer ¢ € [ existe j € I de forma
que ¢g(U;) = U;. Seja Gy a unido disjunta dos U; com

Go & M
o mapa natural. Tomando GG; construido pelo quadrado pullback:
Uy
G1 M x G
s Xt
pXp ‘l
Gy x Gy M x M
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onde s(m, g) =m e t(m, g) = mg. Pela construcao do grupoide G, podemos
pensar em (G; como a uniao disjunta de todas as interse¢oes de dois conjuntos
da base dada vezes o grupo G:

(;1 = ( LJ l&»F]l[j) x G
(4.3

yelIxI

onde as flechas em U; N U; x {g} comecam em U; e terminam em gU;. A
construcao faz com que seja Morita equivalente a X.
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4 TQFTs

4.1 Introducao

Recentemente, surgiram avancos nas conexoes entre fisica quantica e topo-
logia, depois de uma era muito frutifera de estudos relacionando geometria
e fisica. Agora, o aspecto global das construgoes tem carater principal na
descricao de fenomenos.

Tomando a intuicao da fisica e os recursos da topologia, é possivel fazer
conjecturas e chegar em resultados inteligentes, sendo uma boa parte deles es-
tabelecida formalmente por métodos alternativos. Ainda assim, poderiamos
usar as teorias fisicas como ferramentas conceituais para sugerir novos resul-
tados matematicos, talvez nao seja por acaso que essas teorias de campos
quénticos podem ser renormalizadas em dimensoes n (espago-tempo) n < 4
e sao nesses casos que situagoes complicadas surgem, como por exemplo os
trabalhos de Thurston para a geometrizacao de 3-variedades.

4.2 Definicao de TQFTs

Seguindo o apresentado por [LU06|, para exprimir essa teoria da seguinte
definicao:

Definicao 4.1 (Cobordismos). Sejam W uma variedade suave (n+1) dimen-
sional com bordo, M e N sao n variedades suaves e mergulhos ¢ : M — OM,
j: N — ON com imagens disjuntas, tal que OW = (M) U j(N). Entao.,
denotamos por cobordismo (n + 1) dimensional a uma quintupla ordenada
(W, M, N, i, j).

A ideia por tras do cobordismo é construir uma variedade de dimensao
maior, “colando” de forma adequada uma na outra, de forma que as originais
sejam fronteira da original. Na figura[d] temos um exemplo de como construir
o par de calgas pelo cobordismo entre circulos.

A insercao desse conceito se da pelo fato de que a interacao de cordas
precisa de mais dimensoes para funcionar. De maneira bastante informal,
a corda precisa de mais dimensoes do que a particula para a descricao de
fenomenos fisicos dai a interacdo entre diferentes cordas precisa ter ainda
mais informacao, i.e., mais dimensoes.

Definigao 4.2 (TQFTs). Uma topological quantum field theory (TQFT)
(n 4 1) dimensional é um funtor H da categoria das variedades suaves e di-

feomorfismos que associa a cada cobordismo (Y, M, N, i, j), onde M e N sao
variedades com dim M = dim N = n uma fungdo linear Wy : H(M) — H(N)
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Figura 4. Cobordismo do par de calcas

onde H e W respeitas as estruturas basicas e a colagem do cobordismo. Se a
variedade Y nao tem fronteira, ¥y : C — C ¢é associado um ntimero Z(Y').

Numa dessas construgoes podemos definir os campos que serdao os obje-
tos de estudo em cima da estrutura apresentada e tentar deduzir como tais
objetos devem se comportar, dai justificando o nome de “teoria de campos”.

4.3 Orbifold TQFTs

Fechando e conectando todas essas ideias temos a Orbifold string topology.
Fixando um orbifold compacto orientado X, essa é uma topological quantum
field theory de dimensao (1 + 1), cujos campos sao descritos:

Z(Y) = Map(Y, X)

o espaco de moduli de todos os morfismos orbifolds de Y até X.

A topologia string do espago de loops (mapas S' — X) é construida
usando correspondéncias de orbifolds.

Essa teoria é explorada por Lupercio, Uribe, Xicoténcatl no artigo Orbi-
fold String Topology e surgem como generalizacao das construgoes de Chas-
Sullivan sobre produtos string em variedades.

4.4 Consideracoes Finais

O objetivo desse texto era somente fazer uma (muito) breve exposicao sobre
um topico relativamente recente no estudo de geometria, como ele passa
pelo processo de abstragao permitido por teoria de categorias e como esses
assuntos surgem numa area muito ativa e recente de fisica, colocar mais
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detalhes de cada uma delas comecaria a pedir um pouco mais de detalhe na
exposicao e o espago ¢ limitado.

Dito isso, cada um desses trés pontos abordados ainda recebe bastante
atengdo como sua propria area de estudo que pode ser aprofundada de di-
versas maneiras e que podem servir como ferramentas em outras areas de
matematica (como os orbifolds na teoria de sistemas dindmicos em varieda-
des) e de fisica.
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