Geometria em Dimensao Infinita & o Fluido Ideal

Thiago Brevidelli
pablopie.xyz
Dezembro de 2022



©
]
=
o
>
=
0
(%]
o
—
a
e
o
o
E
)
=
=
L
o
o©
o
=
=
L
(@]

- Xt € X(R") campo de velocidades com divX; = 0

- pr € C=(R")
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A Equacao de Euler

- M variedade Riemanniana orientada compacta

- gradf € X(M) gradiente Riemanniano
(gradfq,v) = dfqv € TR = R
- divX € C*°(M) divergente associado a forma de volume p
Lyp = (divX)p

- X¢ € X(M) comdivX; =0
- pr € C(M)

X dp. _ d
X[, +ZXU b fd—f(”t G + (VxXt)g = —(grad po)g



A Equacao de Euler

d
axt,q + (VxXt)q = —grad pt (M

- Queremos entender (1) em termos do fluxo ¢: de X;

d
a‘ﬂt(CI) = Xtou(q)
divX; =0 < ofpu=pu
- Subgrupo a 1-parametro ¢ : R — Diff (M)

Vv d d
3t i 7@ = g¥ee@ T (ViX)pia) = —(8rad Pe)e)

zg = —grad p; o
dt ge 7t = T grdpow



Variedades de Dimensao Infinita



Variedades Banach

IF(a+h) —£(a) - dfahll __
]

- Calculo em espacos de Banach!
-f:UCV—WEeécC se
df :UxV —W
(q,v) — dfgv
é continua
df:Ux V' — W
- Variedades modeladas por espacos de Banach!

- Diff(M) ndo é variedade Banach!



Espacos de Fréchet

- Espacos de Fréchet: V completo gerado por uma familia de seminormas
{1l =V — R}n
- Se E — M é fibrado Euclidiano ['(E) é de Fréchet com

lE1l, = sup [[&qll + sup [[V&q]| 4 - - - 4 sup ”anqH
qeM qgeM qgeM

- Calculo de Bastiani

f(q+th) —f(q) — dfg(th)

- — 0VheV

- O teorema da fungao implicita falha em espacos de Fréchet!

- O teorema do posto falha para variedades de Fréchet!



Variedades de Fréchet

- Espacos modelados por espacos de Fréchet

Wg C Vg

G D

- 0 espaco modelo varia com o aberto do atlas!

- Uma escolha de carta Uo 3 g induz uma topologia em TgN 22V,



A Geometria de Diff(M)




As Cartas de C>°(M, N)

- A topologia C*-compacto-aberto

C®(M,N) — [ C°(T"M,TN)

n=0
f = (d"F)n
- Quem € o0 espago modelo de C*(M, N)? T (f*TN)!
- W C TN vizinhanga normal da secao nula
Wr ={X € T(f*TN) : X4 € W Vg € M}
Us={g e C®(M,N):g(q) = expf(q)(vf(q)) para algum vgq) € W Vg € M}
Yr - W C T(F*TM) — Uy C C°(M, N)
X+— expoX: M — N

q — exps(q)(Xq)



A Geometria de Diff(M)

- A avaliagao é suave
ev:C¥(M,N) x M — N
(f.q) — f(a)

- Lei exponencial
C>°(L, C(M,N)) < C(L x M, N)
fr— fAiLxM—N
(p,q) — (F(P))(a)
- dfaX =Xof
- A composigao o : C*(M,M) x C*(M,M) — C>°(M, M) é suave
- Diff(M) é grupo de Lie e a acao Diff(M) ~ M é suave!
- Diff,(M) é subgrupo fechado e Ts Diff, (M) 2 [, (f*TM)



- A métrica [* em X(M) = Ty Diff(M)
0¥ = [ 6 v
M
- A métrica L? em Diff(M)
oY)y = [ xof Yo
JM

- Atopologia da métrica L? € mais fraca do que a topologia de I'(f*TM)!

X" — Xem (f*TM) = X" — X uniformemente

(M é compacto) = X" —» X na métrica L*

- Existem derivadas covariantes

- A métrica L? admite spray metrico



As Geodesicas de Diff ,(M)

Vv d vd
(mmgat)q = g1 gi71(0) = —(grad )y q)

v.d = —gradp;o
A
- Dado X € T (pfTM) e Y =Xo ;' € X,(M)

Vvd
<dtdt90tax>w = (—gradpo e X),,

By o
M
(integracdo por partes) = —/(div(DrY) + Dediv )
M
(teorema do divergente) = 0

- Aequacao de Euler é a equagao da geodésica em Diff, (M)!



Referéncias

Boris Khesin e Robert Wendt. The Geometry of Infinite Dimensional
Groups. 12 ed. Springer, 2009.

Wilhelm Klingenberg. Riemannian Geometry. De Gruyter Studies in
Mathematics. De Gruyter, 2011.

Alexander Schmeding. An introduction to infinite-dimensional
differential geometry. arXiv, 2021. pol: 10.48550/ARXIV.2112.08114,


https://doi.org/10.48550/ARXIV.2112.08114

	Variedades de Dimensão Infinita
	A Geometria de Diff(M)
	Referências

