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O Grupo Monstro

Figure: Um monstro

Definição
O grupo MonstroM é…

NÃO
Citação
Nothing has given me the feeling I
understand why the monster is there.

— John H. Conway



O Grupo Monstro

• Ok, então pra que estudar o Monstro?
• O Monstro tem

808017424794512875886459904961710757005754368000000000

elementos.
• Fodasse.
• S100 tem 100! elementos e

100! > 808017424794512875886459904961710757 . . .

• M é simples.
• M é o único grupo simples com

808017424794512875886459904961710757005754368000000000

elementos.



Grupos de Tipo Lie

• As álgebras de Lie complexas simples são classificadas pelos diagramas
de Dynkin.

• A cada uma dessas álgebras, podemos associar um número finito de
grupos de Lie complexos conexos.

• Um desses grupos, Gad (num certo sentido “minimal”), sempre é simples
(no sentido de não ter subgrupos normais), enquanto os outros grupos
associados não são.

• Chevalley mostrou que podemos fazer algo parecido para um corpo
finito Fq: Dado um diagrama de Dynkin, podemos associar uma álgebra
de Lie simples sobre Fq à esse diagrama, e um número finito de grupos,
com um grupo Gad “minimal”.

• Com algumas exceções quando q é pequeno, Gad é simples!
• Essa construção foi extendida por Steinberg, Suzuki e Ree, obtendo
outros grupos simples finitos de tipo Lie.

• Existem outros grupos simples finitos?



A Classificação



Os Grupos Esporádicos



Plano para a Classificação

• Como classificar os grupos simples finitos?

Teorema (Brauer-Fowler)
Dado um inteiro positivo n, existe apenas um número finito de grupos
simples finitos não isomorfos contendo uma involução com centralizador de
ordem n.

Teorema (Feit-Thompson)
Todo grupo de ordem ímpar é solúvel.
• Agora temos uma estratégia!



Prevendo o Monstro

• Muitos grupos esporádicos foram descobertos usando a estratégia de
Brauer.

• Um deles foi o Monstro!



Construindo o Monstro

• Mas e aí, cadê o Monstro?

Figure: Monstro debaixo da cama



Construindo o Monstro

• Mas e aí, cadê o Monstro?

Figure: Monstro debaixo da cama

• Depois de achar o 196883, Griess conseguiu construir em 1982! [6]
• Com a tabela de caracteres, Griess teve uma ideia.
• Ele conseguiu construir uma álgebra de dimensão 196884 cujo grupo de
automorfismos é o Monstro!

• O paper tem 102 páginas!



As Representações do Monstro

Figure: A Tabela de Caracteres do Monstro



A função j-invariante

Definição

j(τ) = q−1 + 744+ 196884q+ 21493760q2 + 864299970q3 + · · ·

com q = e2πiτ

196884 = 1+ 196883
21493760 = 1+ 196883+ 21296876

864299970 = 2 · 1+ 2 · 196883+ 21296876+ 842609326
...



Funções Modulares

• O grupo modular SL2(Z) age em H = {z ∈ C : Im z > 0} por(
a b
c d

)
· τ =

aτ + b
cτ + d

Definição
Uma função f : H −→ C é dita função modular se esta for
• Meromorfa em H
• Invariante sob a ação de SL2(Z) em H

• Tem uma expansão de Fourier f (τ) =
∞∑

n=−m

an · qn, com q = e2πiτ

Teorema
Qualquer função modular para SL2(Z) é uma função racional em j(τ).



Funções Modulares



Coincidências

Definição

Γ0(n) =
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) : c ≡ 0 (modn)

}
e denotaremos por Γ0(n)+ seu normalizador.
• Γ0(n)+ age em H e o quociente H/Γ0(n)+, para alguns valores de n, tem a
estrutura de uma superfície de Riemann de genus zero, ou seja, uma
esfera.

• Nesse caso, teremos uma estrutura algébrica gerada por Hauptmoduln
ou funções modulares principais, sendo uma dessas

J(τ) = j(τ)− 744 = q−1 + 196884q+ 21493760q2 + · · ·

• Ademais, os únicos primos que geram tais funções são:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 47, 59, 71

• |M| = 246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71



A Conjectura de Moonshine

Teorema
Existe umaM-representação graduada

V\ =
∞⊕
i=−1

Vi

tal que

J(τ) =
∞∑
i=−1

dim Vi · qi

Mais ainda, existe V\ tal que

fg(τ) =
∞∑
i=−1

χVi(g) · q
i

é uma função modular principal [3] e fg é proporcional a J se, e somente se

g = e



A prova

• Em 1980 A. O. L. Atkin, P. Fong e S. D. Smith mostraram a existência de
uma representação virtual. [5] [11]

• Em 1988 I. B. Frankel, J. Lepowsky e A. Meurman construiram uma

M-representação graduada V\ =
∞⊕
i=−1

Vi tal que

J(τ) =
∞∑
i=−1

dim Vi · qi

e mostraram que V\ tem a estrutura de uma álgebra de vértices cujo
grupo de automorfismos é precisamenteM. [8]

• Em 1992 R. Borcherds provou que

fg(τ) =
∞∑
i=−1

χVi(g) · q
i

é função modular principal. [1]



A Prova

• Em 1998 Borcherds recebeu a medalha Fields por suas contribuições na
prova da conjectura de Mooshine

Citação
I was over the moon when I proved the moonshine conjecture.

— Richard Borcherds

Citação
I sometimes wonder if this is the feeling you get when you take certain
drugs. I don’t actually know, as I have not tested this theory of mine.

— Richard Borcherds



O Grupo Monstro

• Ok, mas segue a pergunta…

O que é o Monstro?
• Boa pergunta, mas da pra entenderM×M



Grupos de Coxeter

• Podemos associar a cada grafo, com vértices v1, . . . , vk, um grupo,
chamado o grupo de Coxeter do grafo, dado por

〈r1, . . . , rn : r2i = 1, (rirj)mij = 1〉

onde mij = 3 se vi está conectado com vj, e mij = 2 se não.
• Todo grupo de Coxeter G possui um subgrupo normal de índice 2, que
expressamos como 1

2G.
• Os grupos de Coxeter associados à maioria dos grafos é infinito. Como
obter grupos finitos dessa maneira?



n-ciclos

• Um n-ciclo é o grafo que é um polígono de n-lados
• O grupo de Coxeter G do 3-ciclo é o grupo gerado pelas seguintes
reflexões:

a

b bab−1 c

τ = cbab−1

• O elemento τ = cbab−1 é uma translação, e portanto tem ordem
infinita.

• Se “insistirmos” que τ = 1, formando um novo grupo G1, esse grupo será
finito.

• Como c = bab−1 em G1, o subgrupo finito 〈a,b〉 ⊆ G1 é isomorfo à G1
(temos que G1 ∼= S3).

• Podemos fazer algo parecido para qualquer n-ciclo.



De K4 a A5

• Esse é o grafo K4:

• O grupo de Coxeter G de K4 é infinito!
• Um n-ciclo livre de um grafo é um n-ciclo onde cada vértice aparece
apenas uma vez e é adjacente à exatamente dois outros vértices. Ele é
maximal se o grafo não possui (n+ 1)-ciclos livres.

• Os n-ciclos maximais de K4 são 3-ciclos, e são todos equivalentes sobre
o grupo de simetrias de K4.

• Se formarmos o grupo G1 “insistindo” que as translações associadas a
cada 3-ciclo sejam triviais, esse grupo possui apenas 2 elementos.

• Em vez disso, pedimos apenas que elas tenham ordem 2. Isso gera um
grupo G2 isomorfo á S5, com 1

2G2 isomorfo à A5



O (Bi)Monstro

• Em vez de usarmos o grafo K4, vamos usar o grafo Inc(P3):



O (Bi)Monstro

• Os ciclos livres maximais desse grafo são 12-ciclos, e são todos
equivalentes sob o grupo de simetrias dele.

• Exigindo que as translações associadas a cada 12-ciclo sejam triviais,
obtemos um grupo G1.

• G1 ∼= M o 2, o grupo Bimonstro!
• 1

2G1 ∼= M×M



Problemas em Aberto

• Quais são os subgrupos maximais do Monstro?
• Os subgrupos maximais ditam importantes propriedades do grupo.
• É uma forma de entender todos os subgrupos.
• Atualmente (2017), são conhecidas 44 classes de conjugação de
subgrupos maximais.

• Representações modulares do Monstro
• Entender as representações modulares dos grupos simples é
importante.

• Só se sabe os caracteres de Brauer para p = 17, 19, 23, 31.
• Não sabemos todas as árvores de Brauer dos blocos cíclicos do
Monstro.

• Não sabemos todas as matrizes de decomposição do Monstro.



Problemas em Aberto

Hirzebruch’s Prize Question
Existe uma variedade compacta, orientável, diferenciável, que admite a ação
do Monstro, cujo Witten-genus é

J(τ) = j(τ)− 744 = q−1 + 196884q+ 21493760q2 + · · ·

• Uma resposta positiva nos fornece mais informações sobre a álgebra de
vértices do Monstro.



Nem tudo é o que parece ser...

Fenômeno Mirror-Moonshine
Mirror maps para certas curvas elípticas e famílias de superfícies K3
parecem ter relações com funções modulares principais do Monstro.
Uma delas é

z(q) = q− 744q2 + 356652q3 − · · · = j(τ)−1

• FALSO!!!!



Problemas em Aberto

• Mas o maior problema em aberto ainda é…

O que é o Monstro?
Citação
Nothing has given me the feeling I understand why the monster is there.

— John H. Conway
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