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Grupoides

Geralmente, associamos grupos a simetrias de certo objeto. Por exemplo,
se V € um espago vetorial, o conjunto GL(V) das transformacdes lineares
inversiveis V — V € um grupo com a operacio de composicao.

Porém, existem casos onde isso ndo é possivel.

Tome o fibrado tangente 7M de uma variedade M. Vale a pena considerar
GL(TM) = {{ : T,M — T,M isomorfismos|p,q € M},

apesar deste conjunto ndo ter uma estrutura de grupo adequada.
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Note porém que podemos definir duas fungdes s, ¢ : GL(TM) — M por

s(§:TyM - T,M) =p, e
t&:T,M — T,M) =q.
Com isto, § pode ser composto com um 7 : T,yM — T,M, na forma 7§ se

e somente se s(n) = ¢ = g = t(&). Isto define uma multiplica¢do parcial,
cujo dominio é

GL(TM) * GL(TM) := {(1,£) : s(n) = #(£)}-
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Algumas propriedades dessa multiplicagdo lembram a de um grupo:

® paracada p € M, existe um elemento 1, = id 7, que age como uma
identidade nas multiplicacdes possiveis;

® cada isomorfismo  : T,M — T,M possui uma inversa
& TM - TMe

55_1 = 1q ef_lg = 1p-
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Grupoides

Defini¢ao 1.1 (grupoide)

Um grupoide é composto por dois conjuntos G, chamado grupoide, e M,
chamado base, munidos de

® s5.t: G — M, chamadas projecoes de saida e término,
respectivamente;

®* m:GxG — G, (g, h) — ghchamado multiplicacd@o, com dominio
GG ={(g,h) €GxG:5(g)=1t(h)};

® 1:M— G, x— 1,, chamada identidade;
® i:G—G, g+ g~ ! chamada inversa;
satisfazendo as compatibilidades
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Grupoides

s(gh) = s(h), t(gh) = 1(g), g(hj) = (gh)j,
S(lx) = t(lx) =X gls(g) =& lt(g)g =&
g g =1y, 88 =1y

E costume chamar um elemento de M de objeto e um de G de flecha. Também
denotamos

* g€ Gporg:s(g) —1g);

® “G = M ”= um grupoide G com base M;

e Gy=s1(U),G"=1t"1(V)eG},=GynG".
Perceba que G é um grupo (de isotropia), para todo x € M.

Corolario 1.1.1

Um grupoide é uma categoria onde toda flecha € inversivel.
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Proposigao 1.2

Sejam G = M um grupoide e g, h,j € G.

(a) Se (g,h) € G+Gegh=g, entdo h = l4,);
(b) Se (j,g) € G*Gejg =g entdoj = 1,.);

(c) Se(g,h) e GxGegh= lt(g), entdo h = g_l;
(d) Se (j,g) € G*Gejg=lyg) entdoj =g~ .

Corolario 1.2.1

Num grupoide G == M, as fungdes identidade 1 : x — 1, e inversa
i: g g~ ! sdo tinicas.
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Grupoides

Definicdo 1.3 (grupoide de Lie)

Um grupoide de Lie é um grupoide G = M, onde ambos G e M sio
variedades diferencidveis e as funcdes estruturais s, 7, m, 1, e i s20 suaves,
com s, : G — M submersdes sobrejetoras.

Comentadrio. Por que a multiplicagdo m : GxG — G pode ser diferencidvel?
GxG=(sxn)(Au) = (s x ) ({(x,x)}x € M})

€ uma subvariedade mergulhada de G x G.
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Exemplo (grupoide unital)

Toda variedade M pode ser vista como um grupoide de Lie M = M

s=t=1=i=1idy 1 x—x;

Exemplo (grupoide trivial)

Dados um grupo de Lie G e uma variedade M, podemos definir um
grupoide de LieM X G x M = M

st (x,8,5) =y,

t:(x,g,y) — x,

1:x— (x,ex),
(x,8,5)(v; b, 2) = (x, 8h, 2),
(% 8y) ' =g 'sx).
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Grupoides

Exemplo (grupo)

Caso, no grupoide trivial temos M = {x}, entdo vemos que todo grupo de
Lie G = {*} é um grupoide de Lie

Exemplo (grupoide do par)

Caso, no grupoide trivial temos G = {x}, entdo vemos que M x M = M é
um grupoide cujas flechas sao

(x,y):y = x
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Exemplo (grupoide de submersao)

Se m: M — N é submersdo sobrejetora, defina
M xM:={(x,y) EM xM:n(x)=mr(y)}.

M X M = M & um grupoide de Lie com respeito as restricdes dos mapas
estruturais do grupoide do par.

Exemplo (grupoide de acao)

Se G é um grupo de Lie agindo em M, entdo definimos o grupoide de acdo
GxXxM=GxM = M por

s:(g,x) —x
t:(g,x) — gx
1:x— (ex)

(h,y)(g,x) = (hg,x), dado que gx = y.
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Grupoides

Exemplo (grupoide linear geral)

Dado um fibrado vetorial E = M,
GL(E) := {¢ : E; — E, isomorfismos lineares},

podemos definir um grupoide de Lie GL(E) = M como feito na
introdugao.

A estrutura diferencidvel de GL(E) é a seguinte: tome um atlas de
trivializacoes locais {1; : U; x V — Ey.} de E e defina, para cada i, j

@ U; x GL(V) x U; = GL(E))
(7,4, %) = Yly 0 Ao (dil) 7
Deste modo, cada d)ﬁ é uma bijecdo e quaisquer (g{)fc)_l o qﬁi bem definido é

um difeomorfismo, tendo GL(E) entdo uma tnica estrutura de variedade
suave tal que cada ¢} ¢ um difeomorfismo.
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Grupoides

Exemplo (grupoide fundamental)

Seja M uma variedade conexa e defina

(M) = {a :]0,1] — M caminhos}
o homotopia )

Obtemos um grupoide de Lie II(M) = M se pusermos
s [a] = «a(0)
t: o] = a(l)
1 : x — [caminho constante em x|

[a][B] = [« * B] (concatenagio)
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Representagdes

Representacoes

Defini¢do 2.1 (morfismo)

Dados grupoides (de Lie) G = M, H = N, um morfismo de grupoides (de
Lie) sdo duas func¢bes F : G — H, f : M — N (suaves) compativeis com
0s mapas estruturais, ie,

e g:x—yemG = F(g):f(x) = f(y) emH;

® ¢ hpodem ser compostos = F(gh) = F(g)F(h).
CasoM = N e f = id y, dizemos que o morfismo F preserva a base. Se F

e f sdo bijecdes (difeomorfismos), entdo dizemos ter um isomorfismo de
grupoides (de Lie).
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Representagdes

Corolario 2.1.1

SeF:G — H,f:M— Néum morfismos de grupoides de Lie, entdo
(@) F(1x) = lp), Vx € M;

(b) F(g7') =F(g)~', Vg € G.

A demonstracdo segue diretamente da Proposi¢do 1.2.

Exemplo (1)

Se G e H sdo grupos de Lie, entdo morfismos de grupoides de Lie entre
eles sdo exatamente morfismos de grupos de Lie.
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Representagdes

Exemplo (2)

Considere os grupoides de submersao M X, M e do par M x M. Existe
entdo um morfismo que preserva a base

F-MxX,M—>MxMef=idy
(x,y) = (x,9)

Exemplo (3)

Sejam G e H grupos de Lie agindo nas variedades M e N. Se p : G — H é
um morfismo de grupos de Lie e f : M — N é um mapa equivariante em
relagdo a ¢ (isto é, f(gx) = p(g)f(x)), entdo é um morfismo

pxf:GxXxM—HXN
(8,x) = (p(g),f(x))-
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Representagdes

Defini¢do 2.2 (agdo)

Sejam G = M um grupoide de Lie e i : E — M uma funcdo suave. Uma
acdo de G em E por i € uma funcdo suave

G xm E = {(g,e)ls(g) = ple)} = E
(8,€) — ge

tal que

(@) p(ge) = 1(g):
(b) g(he) = (gh)e;
© lype=e.

Comentario. Toda ac¢do induz um grupoide de Lie G x) E = E, onde
(g,e):e—gee

(82,e2)(g1,e1) = (g281€1,€1)
quando gie; = e;.
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Representagdes

Além disto, o diagrama a seguir comuta, de modo que temos um morfismo
de grupoides de Lie entre G xp Ee G.

pry
GxyF———

pry acao s t

v’
E s M

Note ainda que dada uma acéo, cada g : x — y € G define um difeomor-
fismo entre fibras

g:Ex—E, e ge.
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Representagdes

Exemplo (1)

Se G é um grupo de Lie, entdo acdes de grupoides de G sdo exatamente as
suas acdes de grupo.

Exemplo (2)

Um grupoide G age em si mesmo, pela funcio 1 = ¢, cuja agdo é a propria
multiplicagdo.

Exemplo (3)

Uma agao do grupoide de agdo G x M = M em E por pu induz uma acdo
de grupo G x E com ge = (g, j1(e))e de modo que y é equivariante.
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Representagdes

Defini¢ao 2.3 (representacao)

Sejam G = M um grupoide de Lie e E — M um fibrado vetorial. Uma
representacdo de G = M em E é uma acdo por 7 tal que, para cada
g : x — yem G, os difeomorfismos

g:Ex—E,

sdo isomorfismos lineares.
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Conexoes

Conexoes

Uma conexdo num fibrado vetorial E = M é uma funcao bilinear

V:X(M)xT'(E)— T'(E)
(X,e) — Vxe

satisfazendo

(a) Vyxe = fVxe,

(b) Vx(fe) =fVxe+ X(f)e
paratodos X € X(M),e e I'(E) e f € C™®(M).

A curvatura de V é ento a fungdo KV : X(M) x X(M) — End(T'(E)) dada
por
KV (X,Y) = Vixy — [Vx, Vy],

Uma conexdo é dita plana se KY = 0.
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Além disso, se temos uma conexdo V em E — M, para cada curva « :
[0,1] - M ecadat,, € [0, 1] temos um isomorfismo linear

Pg’tz : Eoz(t]) — Ea(l‘z) (D)

tal que
P o Pl = PO o P = idy | )

chamado de transporte paralelo.

Geometria e Fisica-Matem



Vimos também no curso que

Proposi¢ao 3.1

SeKY =0ea,f:[0,1] — M sio homotbpicas, entdo

0,1 0,1
N = B
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Conexoes

Dada uma variedade M conexa, nosso objetivo é mostrar que
{E — M munido de conexao plana} = { representacdes de I1(M)}.

Por um lado, se temos KY = 0 para uma conexdo V em E Iy M, defina a
acao
I[I(M) xy E—E
0,1
(lo],e) = Py'e,

que estd bem definida justamente pela Proposi¢do 3.1. Como J Eq0) =
E (1) € linear, obtemos uma representagao do grupoide fundamental.
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Por outro lado, se temos uma representagio de I1(M) em E, os isomorfismos
lineares
[a] 1 Eq0) = Ea()

satisfazem as condicdes de transporte paralelo, e portanto definem uma co-
nexao.
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Obrigado.
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