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Algebras de Lie

- Algebras nao-associativas
Definicao
Uma k-algebra de Lie &€ um k-espaco vetorial g monido de um produto
bilinear antissimétrico [,] : g x g — g satisfazendo a identidade de Jacobi.

K I, ZN+ 1Y, 12X + (21X, Y = 0
V espaco vetorial  ~»  gl(V) = End(V) alg de Lie / k

gl,C = {matrizes n x n}
slhiC={Xegl,C: TrX=0}



Representacoes

Aalg associativa ~»  A-mods
galgdelie ~» g-reps

Definicao

Uma representacao de g € um C-espaco vetorial V munido de um operador
linear p : g — gl(V) que preserva os colchetes.

[p(X), p(V)] = p(X, Y1)

p(X)V~>X-v,XEg

- Homomorfismo de representacoes: T(X -v) = X - Tv,VX € g,v € V

Problema fundamental : A
Classificar todas as representacoes de g a menos de isomorfismo.



Representacoes de sl,C
e:<o 1> f:<o o> :<1 o)
0 0 17 0 0 -1

le,fl=nh [h,f]=-2f [h,e] = 2e
- Toda sL,C-rep V com dimV < oo € soma direta de irredutiveis!

/N/N/\/\

Va2

vvvv
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- Os autovalores de h em V formam uma cadeia ininterrupta de inteiros
simétrica ao redor de 0

-4 -2 0 +2 +4
e e e e
V_, V_, Vo V2 Vs
f f f f
- V é completamente caracterizada pelo maior autovalor A € Z de h

Teorema

SedimV < co entao V = Cx'y’ C C[x,y] com

i+j=n

e- —Xi f = i h-p= Xi— i



Dimensao infinita

- EsedimV = o0?

- Moédulos de peso:

V=P Va-a

keZ
- Representacodes cuspidais: f age injetivamente

- Se A € C ndo é um inteiro impar entéo C[x,x~'] com
_(.,d B d ] .. d
ep_<xa+/\x p f-p= fa+>\x p hp_2xap

€ um sl,C-moddulo de peso cuspidal

@

/\,m/_\/\
v\/\/w



Dimensao infinita

- 5L C age por operadores diferenciais L € Diff(C[x,x™"]) = C[x,x™", 9/a]

sLC -—--- s Diff(C[x,x"]) —— End(C[x,x™"])

- Mbddulos torcidos Clx, x~"]#»

@, : Diff(C[x,x™"]) — Diff(C[x,x'])
Xi1 —_ Xiw
d d .
ax T ax T
Teorema

Todo sl,C-modulo de peso cuspidal de dimensao infinita é da forma
Clz,z7"]#n.



Representacdes de Algebras de Lie Semisimples

shC ~ g
h  ~  bsubalgebra de Cartan
AeC ~ Xebh” “autovalores” da acao de b
Clx,x7']?» ~ familias coerentes

- Pesos: H-v=AH)-v VHeH
- Os pesos de V sao congruentes mod um reticulado Q C b*

e 5[3@

- Toda cuspidal encaixa dentro de uma familia coerente

MN) = P Cpx

p+2ZEC /27



Obrigado!
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