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Disclaimer
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- 0la, meu nome é Fhiage Pablo!

- Iryna Kashuba

- Tudo isso esta nas minhas notas
- Por favor me interrompa!

- Grupos



Acoes de Grupos (em Set)

Citacao
Até a—ertarea um grupo se dara a conhecer pelas suas agoes, ...
— Provérbios 20, Versiculo 11

Citacao
Um grupo é um grupoide com um tnico elemento.
— Paolo Aluffi, Algebra: Chapter 0 [1]



Acoes de Grupos (em Set)

Definicao
Dado um conjunto X, uma acao de G em X € um homomorfismo de grupos

p:G—> Sx



Acoes de Grupos (em Set)

Definicao
Dado um conjunto X, uma acao de G em X € um homomorfismo de grupos

p: G — Aut(X) (em Set)



Acoes de Grupos (em C-Vect)

Definicao
Dados um grupo G, uma representagao de G € um espaco vetorial V munido
de um homomorfismo de grupos

p:G— GL(V)



Acoes de Grupos (em C-Vect)

Definicao
Dados um grupo G, uma representacao de G € um espaco vetorial V munido
de um homomorfismo de grupos

p: G — Aut(V) (em C-Vect)

- W C V é subrepresentacgao se GW C W
- V éirredutivel se as (nicas subrepresentacoes de V sao 0 e V
- Se Ve W sao G-representagoese T :V — W é tal que

v L5 w
gl lg
V—T>W

entao T é dito um homomorfismo de representacoes



Acoes de Grupos (em C-Vect)

- Entender as representagdes de um grupo nos ajuda a entender o grupo

Figure: A Tabela de Caracteres do Grupo Monstro

- Para extrair informacao do grupo temos que entender (quase) todas as
suas representacoes!

- Classificar todas as representacoes de dimensao finita de G a menos de
isomorfismo

- Por onde comecar? Grupos finitos!



Representacoes de Grupos Finitos

- Exemplos
- C" & uma Sp-representacao com e; 2+ (i)
- O plano complexo com
~

—— T

€ uma Ds-representacao
- 0 espaco C[G] das fungoes f : G — C com
(g-f)(h)=£(g"'h)
é dito a representacao regular de G
- VeW,VeWe V* sao G-representacoes
- Mas por que grupo finitos? Por que eles sao finitos!
- Em particular, para G finito existe a média

%'Zf(g)

PG



Representacoes de Grupos Finitos

Teorema (de Maschke)
Se G é finito, V é G-representacdo com dimV < oo e W é subrepresentagdo de
V entdo existe uma subrepresentacdo U de V tal que

VeweU

- Redutibilidade completa
- Tome um produto interno H: V x V — C e considere

(v, uy = |1?| S~ H(gv, gu)

geai
- (,) é G-invariante
{gv,gu) = (v, u)
- U= W ésubrepresentacao de V
V=WoeU |



Representacoes de Grupos Finitos

- Toda G-representacao de dimensao finita € soma direta de
representacoes irredutiveis

Lema (Schur)

Se Ve W sdo G-representacoes irredutiveis e T : V. —s W é homomorfismo
de representacoes entdo

(i) T=0o0uT éisomorfismo
(i) T=XlId para algum X € C
- Toda G-representacao irredutivel de dimensao finita é
subrepresentacao de C[(]

- Para G finito, classificar as representacoes irredutiveis é suficiente para
classificar todas as de dimensao finita!

- E se G nao for finito???



Grupos Topologicos

- Grupos infinitos sao complicados
- Solucao? Geometria!
- Grupos Topologicos = Grupos + Topologia
- GrpTop = Grp(Top)
GrpTop —— Grp

| |

Top —— Set

- Podemos usar ferramentas da topologia!
- Exemplos

- Grupos discretos

-ReC

-S'={zeC:|z| =1}

- U(n)

- Grupos de Lie

- Grupos profinitos



Representacoes Continuas

- Nao faz sentido esquecermos a topologia quando falamos de
representacoes de grupos topologicos
Definicao
Uma representacao V de G é dita continua se
(i) V & um espaco vetorial topoldgico
(i) Aaplicacao
(9,v) — gv
é continua
- Representacoes continuas de G

- Subrepresentacoes fechadas de G
- Homomorfismos de representacoes continuos



Representacoes Continuas

- Tudo isso faz sentido do ponto de vista categorico

Rep(G) objetos = {representacoes continuas}
e = i
2 morfismos = {homomorfismos continuos}

- Edai?

- Todo grupo compacto (Hausdorff) G admite uma medida de Borel
G-invariante, ndo-trivial, regular e finita

- Todo grupo é Hausdoff e compacto

- Unica a menos de escalares

- Medida de Haar
G discreto

~ Medida de contagem
R" ~~ Medida de Lebesgue
S' ~» Medida angular
GLy(R) ~  Adet

- Edai?



Representacoes Continuas

- Se temos uma medida, sabemos integrar
- Podemos reproduzir os argumentos de média em grupos compactos!

1 1
5 50) ~ e [ @) dg

geae

- Generalizagao estrita

Teorema (Maschke)
Se G é fintte compacto, V é G-representacdo com dimV < coe W é
subrepresentacdo de V entdo existe uma subrepresentacdo U de V tal que

VeWeU

- Tome um produto interno H: V x V — C e considere

1
(v,u) = m/GH(QWQU) dg



Representacoes Unitarias

- Quase nao usamos a finitude de dim V

Definicao
Uma representacao V de um grupo topologico G é dita unitaria se V é
espaco de Hilbert e

(gv, gu) = (v, u)

para todo g € G.

Teorema (Maschke)
Se G é compacto, V é G-representacdo unitaria e W C V é subrepresentacdo
de V entdo existe uma subrepresentacao U de V tal que

VeWeU



Representacoes Unitarias

- 0 espaco L*(G) com
(9-H)(h)=F(g™"h) ()
(o) = [ F(@A@) dg @)

€ uma G-representacao unitaria!
- Para G finito e discreto [*(G) = CJ[(]
- Representacdo regular

- Podemos usar ferramentas da analise funcional!
- Toda G-representacao unitaria V admite uma subrepresentacao W C V
nao nula comdimW < co

Q:V—V
Vi /(v,gu)gu dg
G
- Q é homomorfismo compacto e semi-positivo

- Q admite um autovalor A > 0
- Pelo teorema espectral dim V) < oo [ |



Representacoes Unitarias

- Toda representacao unitaria e irredutivel tem dimensao finita
- Toda representacao irredutivel V é unitaria
oV — [’(G)
vi— ®(v) : 6 — C
g+— f(gv)
- Para entender as representacoes de dimensao finita basta entender as
irredutiveis

- Por onde comecar? Buscando invariantes!
Definicao
Se V & G-representacao com dimV < oo, seja

X\/ZG—>(C
g+— Tr(glv)



Teoria de Caracteres

- SeT:V— Weéisomorfismo entao

Xw(g) = Tr(gIw) = Te(T (g1v)T™") = Tr(g Iv) = Xv(9)

* Xv(g) = Xv(hgh™")

- Funcoes de classe

© Xvew = Xv + Xw € Xvew = Xv - Xw

- Os caracteres irredutiveis sdo ortogonais em L*(G)!

1 — 17 seV==W
o) / Xv(9)Xw(9) dg = {O o =

- Os caracteres irredutiveis sao linearmente independentes

- Uma representacao de dimensao finita € unicamente determinada
pelo seu carater

- Caracteres sao um invariante perfeito

- Uma representacao V € irredutivel se, e somente se (Xy, Xy) =1



Teoria de Caracteres

Teorema (Peter-Weyl)

L*(G) = @ dimV -V
veG
e(6) = Pcxy

veG

- Generaliza resultados classicos de grupos finitos

- Origens da teoria de representagoes

- Encontrar os caracteres irredutiveis é suficiente para descrever rep(G)
- Como?



Teoria de Caracteres

- Se G é abeliano, entao toda fungao G — C é funcado de classe

- Se G é abeliano entao todo g € G é homomorfismo de representagoes

i}\/

I

%

- Toda G-representacao irredutivel & unidimensional
- Xv(g) = p(g) €S’

- Xy : G — S'é continua

- Sef:G— S'é continua entdo C com p(g) = f(g) Id é representacao

- Os caracteres irredutiveis sao precisamente as fungoes continuas
G—§

- 0 dual G = Hom(G,S")
- Produto natural Xy - Xw = Xv gw

7
< — <

g



A Dualidade de Pontryagin

- G com a topologia compacto-aberto é discreto

- G com a topologia compacto-aberto é compacto

Teorema (Pontryagin)
Para G compacto e abeliano a aplicagdo avalia¢dao

p:G —>/A(; N
gr—(g): G —S'
X — X(g)
é um isomorfismo de grupos topologicos
- Recuperamos toda a estrutura de G a partir de rep(G)
- Vale mais geralmente para grupos abelianos localmente compactos
- Normalmente é apresentado no contexto de analise harmonica
- E se G nao for abeliano???



A Dualidade de Pontryagin

- G é sempre abeliano

- N3o temos nenhuma chance de obter G = G

Teorema (Tannaka-Krein)
Um grupo compacto G e unicamente determinado por rep(G) e por sua
estrutura monoidal simétrica.

rep(G)
C-Vect

- Recupero nao so a estrutura de grupo de G, mas também a topologia
- Analogos para outros sabores de grupos
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https://linux.ime.usp.br/~pablo/pdf/notes-on-representation-theory.pdf
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