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O Fluxo do Fluido Incompressível Ideal

• Xt ∈ X(Rn) campo de velocidades com div Xt = 0

• pt ∈ C∞(Rn) pressão

d
dt Xt,i +

∑
j

Xt,j
dXt,i
dxj

= −dptdxi
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A Equação de Euler

• M variedade Riemanniana orientada compacta

• grad f ∈ X(M) gradiente Riemanniano

〈grad fq, v〉 = dfqv ∈ Tf (q)R ∼= R

• div X ∈ C∞(M) divergente associado à forma de volume µ

LXµ = (div X)µ

• Xt ∈ X(M) com div Xt = 0

• pt ∈ C∞(M)

d
dt Xt,i +

∑
j

Xt,j
dXt,i
dxj

= −dptdxi
 

d
dt Xt,q + (∇XtXt)q = −(gradpt)q
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A Equação de Euler

d
dt Xt,q + (∇XtXt)q = − gradpt (1)

• Queremos entender (1) em termos do fluxo ϕt de Xt

d
dtϕt(q) = Xt,ϕt(q)

div Xt = 0 ⇐⇒ ϕ∗
t µ = µ

• Subgrupo a 1-parâmetro ϕ : R −→ Diffµ(M)

∇
dt

d
dtϕt(q) =

d
dt Xt,ϕt(q) + (∇XtXt)ϕt(q) = −(gradpt)ϕt(q)

∇
dt

d
dtϕt = − grad pt ◦ ϕt
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Variedades de Dimensão Infinita



Variedades Banach

‖f (q+ h)− f (q)− dfqh‖
‖h‖ −→ 0

• Cálculo em espaços de Banach!

• f : U ⊂ V −→ W é C1 se

df : U× V −→ W

(q, v) 7−→ dfqv

é contínua
dnf : U× Vn −→ W

• Variedades modeladas por espaços de Banach!

• Diff(M) não é variedade Banach!
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Espaços de Fréchet

• Espaços de Fréchet: V completo gerado por uma família de seminormas

{‖·‖n : V −→ R}n

• Se E −→ M é fibrado Euclidiano Γ(E) é de Fréchet com

‖ξ‖n = sup
q∈M

‖ξq‖+ sup
q∈M

‖∇ξq‖+ · · ·+ sup
q∈M

∥∥∇nξq
∥∥

• Cálculo de Bastiani

f (q+ th)− f (q)− dfq(th)
t −→ 0 ∀h ∈ V

• O teorema da função implícita falha em espaços de Fréchet!

• O teorema do posto falha para variedades de Fréchet!
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Variedades de Fréchet

• Espaços modelados por espaços de Fréchet

N
Uα Uβ

ψα ψβ

Wα ⊂ Vα Wβ ⊂ Vβ
ψ−1

β ◦ ψα

• O espaço modelo varia com o aberto do atlas!

• Uma escolha de carta Uα 3 q induz uma topologia em TqN ∼= Vα
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A Geometria de Diff(M)



As Cartas de C∞(M,N)

• A topologia C∞-compacto-aberto

C∞(M,N) −→
∞∏
n=0

C0(TMn, TN)

f 7−→ (dnf )n

• Quem é o espaço modelo de C∞(M,N)? Γ(f ∗TN)!

• W ⊂ TN vizinhança normal da seção nula

Wf = {X ∈ Γ(f ∗TN) : Xq ∈ W ∀q ∈ M}

Uf = {g ∈ C∞(M,N) : g(q) = expf (q)(vf (q)) para algum vf (q) ∈ W ∀q ∈ M}

ψf : Wf ⊂ Γ(f ∗TM) −→ Uf ⊂ C∞(M,N)
X 7−→ exp ◦X : M −→ N

q 7−→ expf (q)(Xq)
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A Geometria de Diff(M)

• A avaliação é suave

ev : C∞(M,N)×M −→ N

(f , q) 7−→ f (q)

• Lei exponencial

C∞(L, C∞(M,N)) ∼−−→ C∞(L×M,N)
f 7−→ f∧ : L×M −→ N

(p, q) 7−→ (f (p))(q)

• df ∗idX = X ◦ f

• A composição ◦ : C∞(M,M)× C∞(M,M) −→ C∞(M,M) é suave

• Diff(M) é grupo de Lie e a ação Diff(M) y M é suave!

• Diffµ(M) é subgrupo fechado e Tf Diffµ(M) ∼= Γµ(f ∗TM)
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A métrica L2

• A métrica L2 em X(M) ∼= Tid Diff(M)

〈X, Y〉id =
∫
M
〈X, Y〉µ

• A métrica L2 em Diff(M)

〈X, Y〉f =
∫
M
〈X ◦ f−1, Y ◦ f−1〉µ

• A topologia da métrica L2 é mais fraca do que a topologia de Γ(f ∗TM)!

Xn −→ X em Γ(f ∗TM) =⇒ Xn −→ X uniformemente

(M é compacto) =⇒ Xn −→ X na métrica L2

• Existem derivadas covariantes

• A métrica L2 admite spray metrico
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As Geodésicas de Diffµ(M)

(
∇
dt

d
dtϕt

)
q
=

∇
dt

d
dtϕt(q) = −(gradpt)ϕt(q)

∇
dt

d
dtϕt = − gradpt ◦ ϕt

• Dado X ∈ Γµ(ϕ
∗
t TM) e Y = X ◦ ϕ−1

t ∈ Xµ(M)〈
∇
dt

d
dtϕt, X

〉
ϕt

= 〈− gradpt ◦ ϕt, X〉ϕt

= −
∫
M
〈grad pt, Y〉µ

(integração por partes) = −
∫
M
(div(ptY) +���pt div Y)µ

(teorema do divergente) = 0

• A equação de Euler é a equação da geodésica em Diffµ(M)!
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