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Funcoes de Morse

Definigao
Seja V variedade f : V — R suave. Dizemos que p € V é ponto critico

de f se df, = 0. O conjunto dos pontos criticos de f é denotado por
crit(f).

A Hessiana de f no ponto p é a forma bilinear simétrica dada por

d2ﬁJ(Xp, Yp) = X(Yf))
onde X, Y sdo campos estendendo X, Y, € T, V.

Um ponto critico p é dito ndo-degenerado se a d*f, for nio-degenerada,
e o indice de p, ind p, é a dimensdo do maior subespago de T,V em que
d?f, é negativa-definida.
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O Lema de Morse

Teorema

(Lema de Morse) Seja ¢ € V ponto critico ndo-degenerado de

f: V — R. Entdo existe uma vizinhanca U de c e um difeomorsfismo
¢:(U,c) — (R",0) tal que

ind(c)

food™t(x,...,x) = f(c)— Zx—l— Z
Jj=ind(c)+1

A vizinhangca U é uma carta de Morse.

Obs.: Este teorema implica que se V é compacta crit(f) é finito.
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O fluxo do gradiente

Se g é uma métrica Riemanniana para V, podemos considerar o campo
—grad f em V, o gradiente (negativo) de f, com fluxo ¢ de forma que:

—gradf, =0 < p € crit(f).
Se p ¢ crit(f), a funcdo f é estritamente descrescente ao longo da
linha de fluxo t — (p).
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Variedades estaveis e instaveis

Definicao

Seja ¢ € crit(f). A variedade estdvel de ¢ é o subconjunto de V

Wi(e) ={pe V: lim ¢(p)=c}

A variedade instavel de c é o subconjunto de V

Wi(c)={peV: lim ¢(p)=c}
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Variedades estaveis e instaveis

Definicao

Seja ¢ € crit(f). A variedade estdvel de ¢ é o subconjunto de V

Wi(e) ={pe V: lim ¢(p)=c}

A variedade instavel de c é o subconjunto de V

Wi(c)={peV: lim ¢(p)=c}

Proposicao

Seja ¢ ponto critico da fungdo de Morse f : V — R. Entdo W*(c) e
W!(c) sdo subvariedades de VVhomeomorfas a discos abertos com

dim W¥(c) = codim W*(c) = ind(c)
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Funcoes de Morse e Topologia

Seja V compacta e f : V — R de Morse. Denote V2 := f~1([—o0, a]).

Teorema

Suponha que f~([a, b]) ndo contém nenhum ponto critico de f. Ento
Vb ¢ difeomorfa a V2.

Se f~1([a, b]) contém exatamente um ponto critico p de f, de indice k,
entdo V® tem o tipo de homotopia do espaco obtido de /2 pela colagem
de uma k-célula.
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Condicao de Smale

Definition

Uma funcdo de morse f : V — R satisfaz a condicdo de Smale se suas
variedades estdveis e instaveis se interceptam transversalmente, isto é:

p e W3(a)n W¥(b) = T,V = T,W*(a) + T,W"(b)

para todos a, b € crit(f). Dizemos que f é de Morse-Smale.
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Condicao de Smale

Definition

Uma funcdo de morse f : V — R satisfaz a condicdo de Smale se suas
variedades estdveis e instaveis se interceptam transversalmente, isto é:

p e W3(a)n W¥(b) = T,V = T,W*(a) + T,W"(b)

para todos a, b € crit(f). Dizemos que f é de Morse-Smale.

Obs.: O espago das fun¢des de Morse-Smale é denso em C*°(V)
(Teorema de Kupka-Smale).
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Condicao de Smale

Para a, b € crit(f), denote por M(a, b) subconjunto de V:

W@ W 6) = {pe V| lim o(p)=ae lim (s) = b}
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Condicao de Smale

Para a, b € crit(f), denote por M(a, b) subconjunto de V:

W@ W 6) = {pe V| lim o(p)=ae lim (s) = b}

t—+o0

Proposicao
Se f:V — R é de Morse-Smale e M(a, b) # 0, entdo M(a, b) é uma

subvariedade de V' de dimensdo ind(a) — ind(b).
Em particular, M(a, b) = ) se ind(a) < ind(b).
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O complexo de Morse

Seja, (V, g, f) variedade Riemanniana compacta com f : V — R fun¢&o
de Morse-Smale. Denote crity = {c € crit(f) : ind(c) = k}.
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O complexo de Morse

Seja, (V, g, f) variedade Riemanniana compacta com f : V — R fun¢&o
de Morse-Smale. Denote crity = {c € crit(f) : ind(c) = k}.

Os grupos de homologia de Morse H;(V) = H;(V, g, f) sdo os grupos de
homologia do complexo de cadeias (Cy, k) que satisfaz:

Ck—{ Z acc:acel/Z}

CcEcrity
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O complexo de Morse

Seja, (V, g, f) variedade Riemanniana compacta com f : V — R fun¢&o
de Morse-Smale. Denote crity = {c € crit(f) : ind(c) = k}.

Os grupos de homologia de Morse H;(V) = H;(V, g, f) sdo os grupos de
homologia do complexo de cadeias (Cy, k) que satisfaz:

Ck—{ Z acc:acel/Z}

CcEcrity

(a) = Z n(a, b)b

bEcrity_1

onde n(a, b) é o nlimero mod 2 de trajetdrias de — grad f entre a e b.
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O complexo de Morse

Dois problemas:

n(a, b) é finito?

Victor Margon Pirozelli IME-USP

Homologia de Morse



Homologia de Morse
[e]e]ele] Telelelele]e]

O complexo de Morse

Dois problemas:
n(a, b) é finito?

OkOk—1 =0, isto é

Z n(a,c)n(c,b) =0

cEcrity_1

para a € crity e b € critx_»
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Contando trajetdrias

R age livre e propriamente em M(a, b) por t - x = ¢*(x).

Victor Margon Pirozelli IME-USP

Homologia de Morse



Homologia de Morse
0O0000@00000

Contando trajetdrias

R age livre e propriamente em M(a, b) por t - x = ¢*(x).

Denotamos o quociente por £(a, b). A dimensdo dessa variedade é
ind(a) — ind(b) — 1 e ela parametriza as trajetdrias entre a e b.

Assim, n(a, b) = |L(a, b)|.
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Contando trajetdrias

R age livre e propriamente em M(a, b) por t - x = ¢*(x).

Denotamos o quociente por £(a, b). A dimensdo dessa variedade é
ind(a) — ind(b) — 1 e ela parametriza as trajetdrias entre a e b.

Assim, n(a, b) = |L(a, b)|.

Definimos ainda o conjunto das trajetdrias quebradas entre a e b:

L(a,b) = U L(a,c1) X -+ x L(cg-1,b)

ci€crit(f)
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Contando trajetdrias

R age livre e propriamente em M(a, b) por t - x = ¢*(x).

Denotamos o quociente por £(a, b). A dimensdo dessa variedade é
ind(a) — ind(b) — 1 e ela parametriza as trajetdrias entre a e b.

Assim, n(a, b) = |L(a, b)|.

Definimos ainda o conjunto das trajetdrias quebradas entre a e b:

L(a,b) = U L(a,c1) X -+ x L(cg-1,b)

ci€crit(f)

Pela condicdo de Smale, os termos n3o-vazios sdo aqueles em que
ind(¢;) > ind(ciy1)-
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Contando trajetdrias

Se ind(a) = ind(b) + 1, temos:

L(a, b) = L(a, b)
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Contando trajetdrias

Se ind(a) = ind(b) + 1, temos:

L(a, b) = L(a, b)

Se ind(a) = ind(b) + 2 = k + 2, temos:

L(a,b) = L(a,b) U (U Lac)xc(cb))

cecrtyy
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Contando trajetdrias

Teorema
Dados a, b € crit(f), o conjunto L(a, b) admite uma topologia de forma
que seja uma compactificacdo de L(a, b).

Além disso, se ind(a) = ind(b) +2 = k + 2, L(a, b) é uma variedade
compacta de dimensdo 1 com bordo

U £(ac)xL(c,b)

CEcritkt1
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Contando trajetdrias

Teorema
Dados a, b € crit(f), o conjunto L(a, b) admite uma topologia de forma
que seja uma compactificacdo de L(a, b).

Além disso, se ind(a) = ind(b) +2 = k + 2, L(a, b) é uma variedade
compacta de dimensdo 1 com bordo

U £(ac)x L(c,b)

CEcritkt1

Coroldrio
Para a € crity;1(f) e b € crity, n(a, b) é finito.
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Contando trajetdrias

Teorema
Dados a, b € crit(f), o conjunto L(a, b) admite uma topologia de forma
que seja uma compactificacdo de L(a, b).

Além disso, se ind(a) = ind(b) +2 = k + 2, L(a, b) é uma variedade
compacta de dimensdo 1 com bordo

U £(ac)x L(c,b)

CEcritkt1

Coroldrio
Para a € crity;1(f) e b € crity, n(a, b) é finito.

Demo.: L(a, b) é uma variedade de dimens3o 0, e £(a, b) = L(a, b) é
compacto. Logo £(a, b) é uma unido finita de pontos.
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Contando trajetdrias

Coroldrio

Para a € critgyp e b € crity

Z n(a, c)n(c,b) =0

cEcritg—_1

Victor Margon Pirozelli IME-USP

Homologia de Morse



Homologia de Morse
00000000800

Contando trajetdrias

Coroldrio

Para a € critgyp e b € crity

Z n(a, c)n(c,b) =0

cEcritg—_1

Demo.: Temos que

U L(a,c) x L(c,b)| =|0L(a,b)] =0 mod 2

cEcrityt

Victor Margon Pirozelli IME-USP

Homologia de Morse



Homologia de Morse
00000000080

Conclusao

Assim, o complexo de Morse (Cy, Jx) é de fato um complexo de cadeias
bem-definido.
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Conclusao

Assim, o complexo de Morse (Cy, Jx) é de fato um complexo de cadeias
bem-definido.

Obs.: Pode-se construir homologia de Morse com coeficientes em Z
considerando-se orientacBes nos £(a, b) com ind(a) = ind(b) + 1,
definindo n(a, b) como a soma dos sinais dados pelas orientagGes em
cada ponto.
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Carater topoldgico

Teorema

Sejam g1, g» métricas para V e fi, f, funcdes de Morse-Smale em (V, g1)
e (V, g), respectivamente. Ent3o existe um morfismo de complexos de
cadeias induzindo isomorfismos

Hi(V, g1, ) = He(V, g2, )
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Carater topoldgico

Teorema

Sejam g1, g» métricas para V e fi, f, funcdes de Morse-Smale em (V, g1)
e (V, g), respectivamente. Ent3o existe um morfismo de complexos de
cadeias induzindo isomorfismos

Hk(vaglv f;l) = Hk(V7g27 f—2)

Teorema

Uma funcdo de Morse-Smale f : V — R induz uma decomposicdo celular
em V e um isomorfismo entre sua homologia de Morse e sua homologia
celular.
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@ Michele Audin, Mihai Damian, and Reinie Erné.
Morse theory and Floer homology.
Springer, 2014.
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